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出版说明

当今，新一轮科技革命和产业升级，对现有的产业结构、生产方式和生活方式产生

了深远的影响，也对高等职业教育提出了更高的要求和新的挑战。“十三五”时期是我

国高等职业教育现代化建设的关键时期，加快发展现代高等职业教育已成为我国教育

发展的重要战略。深化教学改革，提高教学质量，培养社会迫切需要的发展型、复合型

和创新型的技术技能人才，促进高等职业教育健康持续发展，是高等职业教育工作者的

历史使命。

课程和教材是高等职业教育教学改革的关键与核心，其开发和建设也伴随着我国经

济发展进入了新的阶段。“十三五”期间，高等教育出版社组织来自全国高等职业院校的

骨干教师、行业企业的教育培训专家和从事高等职业教育教学研究的专家，申报、立项了

一批中国职业技术教育学会教学工作委员会、教材工作委员会有关高等职业教育课程改

革和教材建设的研究课题。这些课题研究成果体现了高等职业教育教学改革的新思想、

新观念，有力地促进了高等职业教育教学改革的发展。在此基础上，高等教育出版社上海

出版事业部组织编写、修订并出版了一批反映当前高等职业教育教学改革研究与实践成

果的创新示范教材。教材的编写着重在以下几个方面进行了创新尝试。

精炼编写内容

教材内容紧扣立德树人的核心要求，把培养学生的职业道德、职业素养和创新创业能

力融入教学内容和教学活动设计中，力图通过全局设计、过程贯通、细节安排提升职业教

育课程教学的内涵，培养德智体美全面发展的社会主义事业接班人。

技术的快速发展、经济转型升级使职业教育的专业结构调整、课程内容更新更为常态

化，编写满足培养行业、企业人才需要的职业教育新教材，也是本系列教材在创新示范方

面的突出特色。

系列教材对部分重点课程还采用了“一纲多本”的编写形式，即同一课程编写多种版

本，较好地解决了“通用性”和“个性化”的矛盾。教材内容编写遵守共同基础与多样选择

相统一的原则，构建更加开放、更具弹性的课程教材体系，为教师选择和使用教材提供空

间，以适应“分层教学”和“专业需求多元化”的现实。
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丰富内容组织

高等职业教育课程内容的多样化特征决定了教材多样化的特点。本系列教材不拘于

统一的内容组织形式，以满足课程教学需要、有助于职业人才的培养为核心，切实服务于

任务引领、项目驱动等多种形式的职业教育课程改革。

　　本系列教材在内容组织和编写体例方面，根据课程性质、教材内容特点和教学的实际

需要进行了多样化的尝试，避免了“章节体”一统天下的局面。教材在结构编排上，在每部

分内容的开始有导学，构建学习情景，提出本部分内容的学习目标，在结束时用小结方式

强调重点，最后用习题等形式帮助学生自我检查评价。在呈现形式上，体例新颖活泼、直

观，用大量的插图表达，双色、彩色印刷使“重点”“难点”醒目、鲜明。着重在“便教”与“利

学”上努力创新，强化教材的使用功能。

服务教学设计

教学设计是教师以教育教学原理为依据，为了达到教学目标，根据学生认知特点，对

教学过程、教学内容、教学组织形式、教学方法和使用的教学手段进行的策划。教学资源

在服务教学设计中具有举足轻重的作用。应用现代教育技术的数字化教学资源，具有丰

富的表现力，可以突破教学重点和难点；交互性强，可以充分发挥学生的主体作用；信息量

大，更新方便，大大提高学习效率；可碎片化，易于二次开发，方便综合化利用和共享。本

系列教材依托高等教育出版社已建设成熟的 ＭＯＯＣ、ＳＰＯＣ平台，数字出版技术，以及二

维码资源平台，统筹规划教学资源建设，为课程教学设计和创新教学方法提供有力的

支撑。

教师是教学改革的主体。教学改革与教材建设只有得到教师的支持与参与，才有成

功的可能。在教材和配套教学资源建设的同时，我们陆续组织了各种形式的教师培训、教

学研讨活动，以帮助教师确立现代职业教育理念，促进教学质量与效率的提高，实现教学

改革与教材建设的同步发展。

本系列创新示范教材的出版及其配套工作是一项持续进行、不断完善的工程，我们殷

切希望能够得到广大教师的支持和积极参与，共同创新、示范，分享高等职业教育教学改

革的成果与经验，为我国高等职业教育的发展做出应有的贡献。

高等教育出版社

２０１７年６月
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前　言

本书是高等职业教育“十三五”创新示范教材，是结合当前高等职业院校高等数学课

程的教学现状和编者多年的教学实践编写而成的．

近年来因高等职业院校高等数学课程教学实际、目标要求的变化，迫切需要教材进一

步降低理论难度、突出应用，更加适应学生的特点．高等数学作为高等职业院校最为重要

的公共课之一，在内容取舍上，既存在诸如因数学的学科特性、体系的完整性要求必须坚

守的内容，又有许多为了适应新的人才培养模式而需要调整的内容．为此，在高等数学课

时有限的条件下，尽可能地在教学中凸显为专业服务的“数学技术”功能，同时又兼有为培

养人服务的“数学文化”功能，成为本书编写者重点思考并探索的问题．

随着以数学为基础的计算机及其应用技术的迅速发展，数学研究的方法得到了革命

性地改变，数学应用的领域得到了极大地扩展，数学学习的方法得到了极大地丰富．对于

以培养应用型人才为目标的高等职业院校而言，学生学习数学除了要学习其严密的、抽象

的理论体系，更要结合所学专业要求和未来职业需求，去学习数学的思想、方法、精神，以

及提高使用数学工具解决实际问题的意识和能力，最终使数学成为成才的基本素质和重

要基础．

围绕数学锻炼思维、促进人的终生发展的需要，本书试图按照分层次、模块化体系结

构编写，重组和优化课程内容．构建高等数学教学模块时，既要充分考虑“够用”内容的选

择；还要考虑学生以后生活、工作中“必需”的知识支撑，增强应用性；同时也要兼顾学生毕

业后终生学习的需要．

本书把内容分为通识模块、专用模块和拓展模块．通识模块以保证满足各专业对高等

数学的基本要求为依据，是高等数学中最基本的内容，为专业学生的必修内容，包括函数、

极限与连续，导数与微分，导数的应用，不定积分，定积分及其应用．专用模块提供不同专

业可根据需要选取的内容，包括常微分方程和级数．拓展模块考虑学生实际以满足分层差

异化教学需要，拓展模块Ⅰ引入数学实验，介绍数学软件（ＭＡＴＬＡＢ软件）的应用，通过

实验求微积分，突出一个“用”字；拓展模块Ⅱ主要介绍数学建模基础，以拓展学生数学应

用能力，培养数学学习兴趣．

本书整体风格力求简明、直观、通俗易懂，既可以是教学的纲，又可以是学生的课后学

习资源．编者在本书编写过程中配置了丰富的教学资源，学生可以扫描书中知识点旁的二
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维码，利用移动终端随时随地观看图文、动画等，形象直观，拓展了学习时空．本书力求精

炼内容，讲清概念，降低例题、习题难度，把习题分Ａ、Ｂ类，适应分层教学的需要，每章最

后选择与数学有关的，有一定趣味性、知识性和应用性的阅读材料，以拓展学生的视野，提

高学生对数学在生活中的趣味性和在生产中的实用性的认识，培养学生数学文化素养．

本书适用于高等职业院校各类专业，通识模块中带“”号的内容可作为选学，专用模

块、拓展模块供不同专业、不同层次教学选用．每一小节参考学时为２学时，总学时为

８０～１１０学时（含数学实验）．

本书由甘肃机电职业技术学院李自勇教授担任主编（编写第一、四、五、六章，拓展模

块Ⅰ）．参加编写的有甘肃机电职业技术学院董冠文（编写第二章，拓展模块Ⅱ）、何长林

（编写第三章）、张义民（编写第七章）．

尽管在编写过程中，编者力求展示“数学技术”和“数学文化”，但由于时间仓促，兼之

编者水平有限，效果未必尽如人意，不足之处，诚恳地希望广大师生批评指正．

编　者

２０１８年５月
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第一章
函数、极限与连续
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犆犎犃犘犜犈犚１ 第一章

函数、极限与连续

　　函数是刻画运动变化中变量相依关系的数学模型．微积分以函数为

研究对象，以极限方法为研究手段，连续则是函数的一个重要性态．本章

将在中学数学基础上，进一步介绍函数、极限与连续的知识，为以后的学

习奠定必要的基础．

第一节　初等函数

为了以后更好地学习一元函数微积分，本节在复习和强化中学所学

函数概念的基础上，分析和强调函数的两个要素及四大特性，介绍反函

数、复合函数和初等函数的概念．

一、函数

１．函数的定义

如果当变量狓在其变化范围犇 内任意取定一个数值时，变量狔按照

一定的对应法则犳总有确定的数值与它对应，则称狔是狓的函数．变量狓

的变化范围犇 叫做这个函数的定义域．通常狓叫做自变量，狔叫做函数值

（或因变量），变量狔的变化范围叫做这个函数的值域．

狔是狓的函数，记作狔＝犳（狓），狓 ∈犇．








































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对于确定的狓０ ∈犇，按照函数关系狔＝犳（狓）对应的函数值记作 狔０，即

狔０＝狔狘狓＝狓０＝犳
（狓０）．

例１　已知犳（狓）＝２狓
２
＋狓－１，求犳（０），犳（－２），犳

１

犪（ ）．
解　犳（０）＝－１；

犳（－２）＝２（－２）
２
＋（－２）－１＝５；

犳
１

犪（ ）＝２ １犪（ ）
２

＋
１

犪（ ）－１＝２＋犪－犪
２

犪
２

．

如果自变量在定义域内任取一个确定的值时，函数只有一个确定的值和它对应，这种

函数叫做单值函数，否则叫做多值函数．这里我们只讨论单值函数．

２．函数的两要素

由函数的定义可知，一个函数的构成要素为：定义域、对应关系和值域．由于值域是

由定义域和对应关系决定的，所以，定义域和对应关系叫做函数的两要素．

例２　求函数狔＝
１

狓－１
＋ ４－槡 狓 的定义域．

解　要使函数狔有意义，必须使
狓－１≠０，

４－狓 ≥０
｛ 成立，即

狓 ≠１，

狓 ≤４，
｛

故所求函数的定义域为 （－∞，１）∪ （１，４］．

如果两个函数的定义域和对应关系完全一致，我们就称两个函数相同．

例３　函数犳（狓）＝狓 与犵（狓）＝ 狓槡
２ 是否相同，为什么？

解　犳（狓）与犵（狓）的定义域都为 （－∞，＋∞），但当狓＝－２时犳（－２）＝－２，

犵（－２）＝２，对应规律不同，所以它们不相同．

３．函数的表示方法

通常表示函数的方法有三种：公式法、表格法、图像法．

（１）公式法

用数学解析式子表示自变量和因变量之间的对应关系的方法即是公式法．上述例子

中的函数都是以公式法表示的．

（２）表格法

将一系列的自变量值与对应的函数值列成表来表示函数关系的方法即是表格法．例

如：在实际应用中，我们经常会用到的平方表、三角函数表等都是用表格法表示的函数．

（３）图像法

用坐标平面上的曲线来表示函数的方法即是图像法．一般用横坐标表示自变量，纵坐
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标表示因变量，曲线就是函数的图像．

函数的三种表示方法各有优缺点：公式法的优点是便于理论推导和计算，缺点是抽象；

表格法的优点是便于查找函数值；图像法的优点是直观形象，且可看到函数的变化趋势．

４．函数的简单性态

（１）函数的有界性

如果对属于某一区间犐内的所有狓值总有狘犳（狓）狘≤犕 成立，其中犕 是一个与狓

无关的正常数，那么我们就称犳（狓）在区间犐内有界，否则便称无界．

注：一个函数，如果在其整个定义域内有界，则称之为有界函数．

例如：函数犳（狓）＝ｃｏｓ狓 在（－∞，＋∞）内是有界的．

有界性反映了函数图像是否在平行于狓轴的两条直线之间．

（２）函数的单调性

如果函数犳（狓）在区间（犪，犫）内随着狓增大而增大，即：对于（犪，犫）内任意两点 狓１

及狓２，当狓１＜狓２时，有犳（狓１）＜犳（狓２），则称函数犳（狓）在区间（犪，犫）内是单调增加的．

如果函数犳（狓）在区间（犪，犫）内随着狓增大而减小，即：对于（犪，犫）内任意两点 狓１ 及

狓２，当狓１ ＜狓２ 时，有犳（狓１）＞犳（狓２），则称函数犳（狓）在区间（犪，犫）内是单调减少的．

　图１ １

例如：函数狔＝狓
２ 在区间（－∞，０）上是单调减少

的，在区间（０，＋∞）上是单调增加的，如图１ １所示．

单调性反映了函数图像沿狓轴正方向的升降．

（３）函数的奇偶性

如果函数犳（狓）对于定义域内的任意狓 都满足

犳（－狓）＝犳（狓），则犳（狓）叫做偶函数；如果函数犳（狓）

对于定义域内的任意狓 都满足犳（－狓）＝－犳（狓），则

犳（狓）叫做奇函数．

奇偶性反映了函数图像的对称性：偶函数的图像

关于狔轴对称，奇函数的图像关于原点对称．

（４）函数的周期性

对于函数犳（狓），若存在一个不为零的数犜，使得关系式犳（狓＋犜）＝犳（狓）对于定义

域内任何狓值都成立，则犳（狓）叫做周期函数，犜 是犳（狓）的周期．若犜 是犳（狓）的周期，则

２犜，３犜，… 都是周期．

注：一般我们说的周期函数的周期是指最小正周期．

例如：函数ｓｉｎ狓，ｃｏｓ狓是以２π为周期的周期函数；函数ｔａｎ狓是以π为周期的周期函数．

周期性反映了函数图像是否重复出现．

５．反函数

设狔＝犳（狓）为定义在犇 上的函数，其值域为犃．若对于数集犃 中的每个数狔，数集

犇 中都有唯一的一个数狓使犳（狓）＝狔，这就是说变量狓是变量狔的函数，称为函数狔＝
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犳（狓）的反函数，记为狓＝犳
－１（狔）．其定义域为犃，值域为犇．函数狔＝犳（狓）与狓 ＝

犳
－１（狔）二者的图像是相同的．

习惯上总用狓来表示自变量，用狔表示因变量．因此，将函数狔＝犳（狓）的反函数狓＝

犳
－１（狔）用狔＝犳

－１（狓）表示，这时候，二者的图像是关于狔＝狓 对称的．

例如：函数狔＝２
狓 与函数狔＝ｌｏｇ２狓 互为反函数，则它们的图像在同一直角坐标系中

　图１ ２

关于直线狔＝狓 对称，如图１ ２所示．

求函数狔＝犳（狓）的反函数的步骤：

由方程狔＝犳（狓）解出狓，得到狓＝犳
－１（狔）；将

函数狓 ＝犳
－１（狔）中的狓 和狔 互换，得到反函数

狔＝犳
－１（狓）．

例４　求函数狔＝２狓＋１的反函数．

解　由狔＝２狓＋１可解得，狓＝
狔－１

２
，交换

狓，狔的位置，即得所求的反函数为

狔＝
狓－１

２
．

二、初等函数

１．基本初等函数

把下列最常用的五种函数统称为基本初等函数：

① 幂函数　　　狔＝狓
犪（犪为实数）．

② 指数函数　　狔＝犪
狓（犪＞０，犪≠１，犪为常数）．

③ 对数函数　　狔＝ｌｏｇ犪狓（犪＞０，犪≠１，犪为常数）．

④ 三角函数　　狔＝ｓｉｎ狓，狔＝ｃｏｓ狓，狔＝ｔａｎ狓，狔＝ｃｏｔ狓，狔＝ｓｅｃ狓，狔＝ｃｓｃ狓．

⑤ 反三角函数　狔＝ａｒｃｓｉｎ狓，狔＝ａｒｃｃｏｓ狓，狔＝ａｒｃｔａｎ狓，狔＝ａｒｃｃｏｔ狓．

以上五种基本初等函数的性质、图像在中学已经学过，后面的学习中经常要用到它

们，因此要熟练掌握，大家可自己去列表复习、总结基本初等函数的性质、图像．

２．复合函数

复合函数的定义：若狔是狌的函数：狔＝犳（狌），而狌又是狓的函数：狌＝φ（狓），且

φ（狓）的函数值的全部或部分在犳（狌）的定义域内，那么，狔通过狌的联系也是狓 的函数，

称其为由函数狔＝犳（狌）及狌＝φ（狓）复合而成的函数，简称复合函数，记作狔＝犳［φ（狓）］，

其中狌叫做中间变量．

例如，狔＝槡狌 与狌＝１－狓
２ 复合而成的函数是狔＝ １－狓槡

２
．
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狔＝ｔａｎ ２槡狓 是由狔＝ｔａｎ狌，狌＝槡狏，狏＝２狓 复合而成的函数．

３．初等函数

由基本初等函数与常数经过有限次的四则运算及有限次的函数复合所产生的，并且

能用一个解析式表示的函数，称为初等函数，否则就是非初等函数．

例如：函数狔＝２
ｃｏｓ狓
＋ｌｎ（

３

４
３狓
＋槡 ３＋ｓｉｎ５狓）是初等函数．

分段函数犳（狓）＝
ｅ
狓，狓 ＜１，

狓，狓 ≥１
｛ 是非初等函数．

今后我们讨论的函数，绝大多数是初等函数．

习题１．１

犃

１．下列各题中，函数犳（狓）和犵（狓）是否相同？为什么？

（１）犳（狓）＝ｌｇ狓
２，犵（狓）＝２ｌｇ狓；

（２）犳（狓）＝狓，犵（狓）＝
狓
２

狓
．

２．求下列函数的定义域．

（１）狔＝
１

１＋狓
；　　　　　　　　　　　（２）狔＝ １－槡 狓；

（３）狔＝
１

狓
－ １－狓槡

２
．

３．设犳（狓）＝
１

１－狓
，求犳［犳（狓）］．

４．设犳（狓）＝

２
狓， －１≤狓 ＜０，

２， 　０≤狓 ＜１，

狓－１， 　１≤狓 ＜３．

烅

烄

烆

（１）求犳（狓）的定义域； （２）求犳（０）；

（３）求犳（１）； （４）作出狔＝犳（狓）的图像．

５．指出下列函数在指定区间内的单调性．

（１）狔＝狓
２，狓 ∈ （０，２）；　　　　 （２）狔＝ｃｏｓ狓，狓 ∈ （－１，０）；

（３）狔＝ｅ
－狓，狓 ∈ （－∞，＋∞）．

６．指出下列复合函数的复合过程．

（１）狔＝ｓｉｎ
５
狓；　　　　　　　　 （２）狔＝（２－３狓）

１

２
．
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习题１．１

参考答案

犅

１．指出下列函数中哪些是奇函数，哪些是偶函数，哪些是非奇非偶函数．

（１）狔＝狓
５；　　　　（２）狔＝

１－狓

１＋狓
２
；　　　　（３）狔＝ｃｏｓ狓．

２．下列各函数中哪些是周期函数？对于周期函数，指出其周期．

（１）狔＝ｓｉｎ５狓＋
π

６（ ）；
（２）狔＝狓ｃｏｓ狓．

３．求证：函数狔＝１－ｓｉｎ狓 是有界函数．

４．求下列函数的反函数．

（１）狔＝２狓－１；　　　　　　　　（２）狔＝
１－狓

１＋狓
．

第二节　极限的概念

极限是微积分探究函数的基本工具．当自变量无限接近于某个“目标”时，函数无限接

近于什么？是否无限接近于某个常数？解决这类问题的方法称为极限方法．

一、数列的极限

我们先结合中学数学的学习，认识数列及极限的概念．

１．数列与函数

若按照一定的法则次序，有第一个数犪１，第二个数犪２，……，依次排列下去，使得任

何一个正整数狀对应着一个确定的数犪狀，那么，我们称这列有次序的数

犪１，犪２，…，犪狀，…

为数列，简记为 ｛犪狀｝．数列中的每一个数叫做数列的项，第狀项犪狀 叫做数列的一般项或

通项．

数列犳（狀）可以看作是自变量为正整数狀的函数，即 犪狀＝犳（狀），它的定义域是全体

正整数．
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２．刘徽的割圆术与极限

我国古代杰出的数学家刘徽在求圆的面积时，通过作圆的内接正多边形，近似求出圆

的面积，称之为割圆术．他“割之弥细，所失弥少，割之又割，以至于不可割，则与圆周合体，

而无所失矣．”的说法，体现的就是极限的思想．

设有一圆，首先作圆内接正六边形，把它的面积记作 犃１；再作圆的内接正十二边形，

　图１ ３

其面积记作 犃２（图１ ３）；再作圆的内接正二十四边形，其

面积记作 犃３；依次进行下去，把内接正６×２
狀－１ 边形的面

积记作 犃狀，可得一系列内接正多边形的面积：

犃１，犃２，犃３，…，犃狀，…，

它们就构成一列有序数列．

我们可以发现，当内接正多边形的边数无限增加时，

犃狀 也无限接近于某一确定的数值（圆的面积），这个确定的

数值在数学上就被称为数列 犃１，犃２，犃３，…，犃狀，… 当

狀→∞（读作狀趋近于无穷大）时的极限．

３．数列极限的直观描述定义

定义１．１　对于数列犪狀来说，如果当狀无限增大时，数列犪狀的值无限接近于一个确

定的常数犃，那么常数犃 就叫做数列犪狀 的极限，或者称数列 犪狀 收敛于犃，记作

ｌｉｍ
狀→∞
犪狀＝犃　　　（或当狀→ ∞ 时，犪狀 →犃）．

简单数列的极限，我们能用定义中的极限思想观察判断．

例１　观察下列数列的变化趋势，写出它们的极限．

（１）犪狀＝
１

狀
；　　　　　　（２）犪狀＝

狀

狀＋１
．

解　（１）犪狀＝
１

狀
展开为

１，
１

２
，
１

３
，…，

１

狀
，…，→０，

故 ｌｉｍ
狀→∞

１

狀
＝０．

（２）犪狀＝
狀

狀＋１
展开为

１

２
，
２

３
，
３

４
，…，

狀

狀＋１
，…，→１，



１０　　　

课堂练习１．１ 　

故 ｌｉｍ
狀→∞

狀

狀＋１
＝１．

如果在狀无限增大的过程中，数列 犪狀 没有无限接近于一个确定的常数

犃，则称数列 犪狀 无极限，或称数列 犪狀 发散．

例如：数列 犪狀＝（－１）
狀 展开为－１，１，－１，１，…，当狀无限增大时，

犪狀 在－１与１两个数上来回跳动，数列 犪狀＝（－１）
狀 无极限，ｌｉｍ

狀→∞

（－１）
狀 不存在．

二、函数的极限

前面我们讨论了数列的极限，数列可看作一类特殊的函数，即自变量为正整数的函

数．若自变量不再限于正整数的顺序，而是连续变化的，就成了一般的函数．下面我们来学

习函数的极限．

讨论当自变量无限接近于某个“目标”时，函数是否无限接近于某个常数，自变量无限

接近的“目标”有如下两种类型：

（１）自变量绝对值无限增大———趋于无穷大（狓→∞）；

（２）自变量无限接近某一定点狓０———趋于有限值 （狓 →狓０）．

下面我们结合数列的极限，来学习函数极限的概念．

１．自变量绝对值无限增大时函数的极限直观描述定义

定义１．２　对于函数犳（狓），如果当狓的绝对值无限增大（即狓→∞）时，函数犳（狓）的

值无限接近某常数犃，则称犃 是函数犳（狓）当狓→∞时的极限，记作

ｌｉｍ
狓→∞
犳（狓）＝犃 　　　（或当狓→∞时，犳（狓）→犃）．

　图１ ４

例如，如图１ ４所示，函数犳（狓）＝
１

狓
当狓的绝

对值无限增大时，犳（狓）的值无限接近于零．那么

ｌｉｍ
狓→∞

１

狓
＝０或当狓→∞时，

１

狓
→０．

上述定义中自变量狓的绝对值无限增大指的是狓

既取正值而无限增大（记作狓→＋∞），同时也取负值

而绝对值无限增大（记作狓→－∞）．但有时狓的变化

趋向只能或只需取这两种变化中的一种情形，我们可

以给出当狓→＋∞（或狓→－∞）时函数极限的直观描

述性定义．

定义１．３　如果当狓→＋∞（或狓→－∞）时，函数犳（狓）的值无限接近于一个确定的

常数犃，那么犃 就叫做函数犳（狓）当狓→＋∞（或狓→－∞）时的极限，记作
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　图１ ５

ｌｉｍ
狓→＋∞
（狓→－∞）

犳（狓）＝犃

或当狓 → ＋∞（狓 →－∞）时，犳（狓）→犃．

例如，讨论函数狔＝ｅ
狓 趋于无穷大时的极限，如图１ ５

所示．观察判断：

ｌｉｍ
狓→－∞

ｅ
狓
＝０，

ｌｉｍ
狓→＋∞

ｅ
狓 不存在．

因为 ｌｉｍ
狓→∞

犳（狓）＝犃 的充要条件是 ｌｉｍ
狓→＋∞

犳（狓）＝

ｌｉｍ
狓→－∞

犳（狓）＝犃，所以ｌｉｍ
狓→∞
ｅ
狓 不存在．

２．自变量无限接近某一定点 狓０（狓 →狓０）时函数的极限

我们先来看一个例子．

讨论函数犳（狓）＝狓＋１和犵（狓）＝
狓
２
－１

狓－１
，当狓 →１时函数值的变化趋势如何？

分别作犳（狓）＝狓＋１和犵（狓）＝
狓
２
－１

狓－１
的图像如图１ ６所示．

图１ ６

从图１ ６可以看出，尽管犳（狓）＝狓＋１在点狓＝１处有定义而犵（狓）＝
狓
２
－１

狓－１
在点

狓＝１处无定义，但当狓→１（只考虑狓无限接近１．对实数来讲，在数轴上任何一个有限的

范围内，都有无穷多个点，狓→１可实现）时，犳（狓）＝狓＋１与犵（狓）＝
狓
２
－１

狓－１
的函数值都

无限接近于２，则

ｌｉｍ
狓→１

（狓＋１）＝２；ｌｉｍ
狓→１

狓
２
－１

狓－１
＝２．
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对于这种当狓 →狓０ 时，函数犳（狓）的变化趋势，给出下面的直观描述性定义．

定义１．４　如果当狓无限接近于定值狓０，即狓 →狓０（狓 可以不等于狓０）时，函数

犳（狓）无限接近于一个确定的常数犃，那么犃 就叫做函数犳（狓）当狓 →狓０ 时的极限，

记作

ｌｉｍ
狓→狓０

犳（狓）＝犃 　　　（或当狓 →狓０ 时，犳（狓）→犃）．

需要说明的是，在上面的定义中，我们假定函数犳（狓）在狓０ 的左右近旁是有定义的；我

们考虑的是当狓→狓０时，犳（狓）的变化趋势，因此关键并不在于犳（狓）在点狓０处是否有定义．

我们能用定义１．４，观察判断简单函数的极限．

例２　求ｌｉｍ
狓→－２

（狓
２
＋１）．

解　 ｌｉｍ
狓→－２

（狓
２
＋１）＝（－２）

２
＋１＝５．

例３　求ｌｉｍ
狓→３

狓
２
－２狓－３

狓－３
．

解　ｌｉｍ
狓→３

狓
２
－２狓－３

狓－３
＝ｌｉｍ
狓→３

（狓－３）（狓＋１）

狓－３
＝ｌｉｍ
狓→３

（狓＋１）＝４．

３．当狓 →狓０ 时，犳（狓）的左极限与右极限

我们前面讨论的狓 →狓０，狓 既从狓０的左侧无限接近于狓０（狓小于狓０而趋近于狓０，

记作狓 →狓
－
０
），也从狓０ 的右侧无限接近于狓０（狓 大于狓０ 而趋近于狓０，记作狓 →狓

＋
０
）．

有时我们仅需单侧讨论狓的变化趋势，下面再给出当狓→狓
－
０ 或狓→狓

＋
０ 时函数单侧

极限的直观描述性定义．

定义１．５　如果当狓→狓
－
０ 时，函数犳（狓）无限接近于一个确定的常数犃，那么犃 就叫

做函数犳（狓）当狓 →狓０ 时的左极限，记作

犳（狓０－０）＝ｌｉｍ
狓→狓

－
０

犳（狓）＝犃 　　　（或当狓 →狓
－
０ 时，犳（狓）→犃）．

如果当狓 →狓
＋
０ 时，函数犳（狓）无限接近于一个确定的常数犃，那么犃 就叫做函数

犳（狓）当狓 →狓０ 时的右极限，记作

犳（狓０＋０）＝ｌｉｍ
狓→狓

＋
０

犳（狓）＝犃 　　　（或当狓 →狓
＋
０ 时，犳（狓）→犃）．

左、右极限统称为函数犳（狓）的单侧极限．显然当狓→狓０时，犳（狓）的极限存在的充分

必要条件是：犳（狓）的左、右极限存在且相等，即

ｌｉｍ
狓→狓０

犳（狓）＝犃 　 ｌｉｍ
狓→狓

－
０

犳（狓）＝ｌｉｍ
狓→狓

＋
０

犳（狓）＝犃．

例４　讨论函数犳（狓）＝

狓＋１， 狓 ＜０，

狓
２， ０≤狓 ≤１，

１， 狓 ＞１

烅

烄

烆

在点狓＝０和狓＝１处的极限．
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解　（１）因为ｌｉｍ
狓→０

－
犳（狓）＝ｌｉｍ

狓→０
－

（狓＋１）＝１；

ｌｉｍ
狓→０

＋
犳（狓）＝ｌｉｍ

狓→０
＋
狓
２
＝０；

所以，当狓 →０时，犳（狓）的极限不存在．

（２）因为ｌｉｍ
狓→１

－
犳（狓）＝ｌｉｍ

狓→１
－
狓
２
＝１；

ｌｉｍ
狓→１

＋
犳（狓）＝ｌｉｍ

狓→１
＋
１＝１；

所以，ｌｉｍ
狓→１
犳（狓）＝１．

讨论函数的极限，可以说自变量的变化趋势有两大类 （狓 →狓０，狓 → ∞），细分有六

小类 （狓 →狓０，狓→狓
－
０
，狓→狓

＋
０
，狓→∞，狓→－∞，狓→＋∞），同一个函数在自变量

不同的变化过程中，相应的函数变化趋势不一样，因而要注意区分．

习题１．２

犃

１．观察如下数列 ｛狓狀｝的一般项狓狀 的变化趋势，写出它们的极限．

（１）狓狀＝
狀－１

狀＋１
；　　　　　　　　　　　　　（２）狓狀＝

１

３
狀．

２．根据数列或函数极限的定义判定如下极限是否存在．

（１）ｌｉｍ
狀→∞

１

狀
２
；　　　　　　　 （２）ｌｉｍ

狓→－２

狓
２
－４

狓＋２
．

３．求犳（狓）＝狘狓狘当狓→０时的左、右极限，并说明它们在狓→０时的极限是否存在．

４．讨论函数犳（狓）＝

狓＋１， 狓 ＜０，

１， ０≤狓 ≤１，

狓－１， 狓 ＞１

烅

烄

烆

在点狓＝０和狓＝１处的极限．

犅

１．观察如下数列 ｛狓狀｝的一般项狓狀 的变化趋势，写出它们的极限．

（１）狓狀＝（－１）
狀 １

狀
；　　　　　　　　 （２）狓狀＝狀（－１）

狀
．

２．根据数列或函数极限的定义判定如下极限是否存在．

（１）ｌｉｍ
狓→＋∞

ａｒｃｔａｎ狓；　　　　　　　　 （２）ｌｉｍ
狓→∞

狓
２

狓
２
＋１

．
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习题１．２

参考答案

３．求犳（狓）＝
狓

狓
，（狓）＝

狘狓狘

狓
当狓→０时的左、右极限，并说明它们在狓→０时的

极限是否存在．

４．讨论函数犳（狓）＝

狓
２
＋１， 狓 ＜０，

１， ０≤狓 ≤１，

狓－１， 狓 ＞１

烅

烄

烆

在点狓＝０和狓＝１处的

极限．

第三节　无穷大与无穷小

研究函数极限时，有两种变量非常重要：一种是在极限过程中函数的绝对值可以无

限变大，而且要多大就有多大；一种是在极限过程中函数可以无限变小，而且要多小就有

多小．我们分别将它们称为无穷大和无穷小．

一、无穷大

我们先来看一个例子．

函数犳（狓）＝
１

狓
，当狓→０时，可知狘犳（狓）狘→∞，我们把这种情况称为趋向无穷大，

称函数犳（狓）＝
１

狓
当狓 →０时为无穷大量，记作

ｌｉｍ
狓→０

１

狓
＝∞（表示为无穷大量，实际它没有极限的）．

定义１．６　一般地，函数犳（狓）当狓→狓０（或狓→∞）时，犳（狓）的绝对值无限增大，那

么函数犳（狓）叫做当狓 →狓０（或狓 → ∞）时的无穷大量，简称无穷大．记作

ｌｉｍ
狓 →狓０

（狓 → ∞）

犳（狓）＝∞．

例如，ｌｉｍ
狓→１

１

狓－１
＝∞；ｌｉｍ

狓→ ＋∞
ｅ
狓
＝＋∞；ｌｉｍ

狓→０
＋
ｌｎ狓＝－∞．
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注：（１）称一个函数犳（狓）是无穷大，必须指明它在相对于自变量狓的哪种变化趋势

下是无穷大．

（２）无穷大是一个绝对值无穷变大的变量，任何绝对值很大的常数都不是无穷大（例

如犫＝１０
２０１８ 不是无穷大）．

二、无穷小

实际问题中，我们经常遇到以零为极限的变量．例如，单摆离开铅直位置而摆动，由于

空气阻力和机械摩擦力的作用，振幅逐渐减小并趋近于零．为此我们给出如下定义．

定义１．７　设有函数犳（狓），如果当狓→狓０（或狓→∞）时，函数犳（狓）的极限为零，那

么函数犳（狓）叫做当狓 →狓０（或狓 → ∞）时的无穷小量，简称无穷小．

例如，因为ｌｉｍ
狓→２

（狓－２）＝０，所以函数狓－２是当狓→２时的无穷小．

又如，因为ｌｉｍ
狓→∞

１

狓
＝０，所以函数

１

狓
是当狓→∞ 时的无穷小．

注：（１）无穷小是一个变化不定的变量，不是常量，只有０可作为无穷小量的唯一常

量，因为 ｌｉｍ
狓→狓０

（狓→∞）

０＝０．

（２）无穷小是相对于某一个变化趋势的，称一个函数犳（狓）是无穷小，必须指明它在

相对于自变量狓 的哪种变化趋势下是无穷小．

例１　 自变量狓 在怎样的变化趋势下，下列函数为无穷小．

（１）狔＝２狓－１０；　　　　　（２）狔＝２
狓
．

解 　（１）因为ｌｉｍ
狓→５

（２狓－１０）＝０，所以当狓→５时，２狓－１０为无穷小．

（２）因为 ｌｉｍ
狓→－∞

２
狓
＝０，所以当狓→－∞ 时，２

狓 为无穷小．

由定义不难知道，无穷大与无穷小互为倒数关系．因此当狓→２时，狓－２是无穷小，则

当狓→２时，
１

狓－２
就是无穷大．

三、极限与无穷小之间的关系

我们由极限为零定义了无穷小，可知极限与无穷小之间有如下关系．

定理１．１　 如果函数犳（狓）在狓→狓０（或狓→∞）时有极限犃，则犳（狓）－犃 是当狓→

狓０（或狓→∞）时的无穷小量，反之亦成立（证明从略）．

由上述定理可知，若ｌｉｍ
狓→狓０

犳（狓）＝犃，设犪＝犳（狓）－犃，则犳（狓）＝犃＋犪，其中犪

是当狓 →狓０ 时的无穷小，即极限存在的函数可写成其极限值与一个无穷小之和的

形式．
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例２　当狓 → ∞ 时，将函数犳（狓）＝
狓＋５

狓
写成其极限值与一个无穷小之和的

形式．

解　因为

ｌｉｍ
狓→∞
犳（狓）＝ｌｉｍ

狓→∞

狓＋５

狓
＝ｌｉｍ
狓→∞

１＋
５

狓（ ）＝１，

而犳（狓）＝
狓＋５

狓
＝１＋

５

狓
中的

５

狓
为狓→∞时的无穷小，所以犳（狓）＝１＋

５

狓
即为所求．

四、无穷小的运算性质

由无穷小的概念可知，无穷小应当满足如下运算性质．

性质１　有限个无穷小的代数和仍是无穷小．

性质２　有界函数与无穷小的积是无穷小．

性质３　有限个无穷小的积仍是无穷小．

以上各性质证明从略．

例３　求ｌｉｍ
狓→∞

ｓｉｎ狓

狓
．

解　因为
ｓｉｎ狓

狓
＝
１

狓
·ｓｉｎ狓，其中ｓｉｎ狓为有界函数，

１

狓
为当狓→∞时的无穷小，所

以由性质２可知，
ｓｉｎ狓

狓
也为当狓→∞时的无穷小，那么

ｌｉｍ
狓→∞

ｓｉｎ狓

狓
＝０．

五、无穷小的比较

我们要通过讨论两个无穷小的商，对两个无穷小趋于零的快慢速度进行比较．例如，

当狓 →０时，狓，３狓与狓
２ 都是无穷小，列下表１ １观察它们趋于零的快慢程度．

表１ １

狓 １ ０．５ ０．１ ０．０１ … →０

３狓 ３ １．５ ０．３ ０．０３ … →０

狓
２ １ ０．２５ ０．０１ ０．０００１ … →０
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　　当狓→０时，狓
２ 比狓和３狓更快地趋于零，而狓与３狓趋于零的快慢程度相当．下面求

它们中两个无穷小商的极限：

ｌｉｍ
狓→０

狓
２

３狓
＝０，狓

２ 比３狓 更快地趋于零，可以说当狓 →０时，狓
２ 是３狓 的高阶无穷小．

ｌｉｍ
狓→０

狓

３狓
＝
１

３
，狓 与３狓 趋于零的快慢程度相当，可以说当狓 →０时，狓与３狓是同阶

无穷小．

定义１．８　设α，β都是狓 →狓０ 时的无穷小，且β在狓 →狓０ 时取值不为零：

（１）如果ｌｉｍ
狓→狓０

α

β
＝０，则称α是β的高阶无穷小或β是α的低阶无穷小．

（２）如果ｌｉｍ
狓→狓０

α

β
＝犮（犮≠１），则称α和β是同阶无穷小．

（３）如果ｌｉｍ
狓→狓０

α

β
＝１，则称α和β是等价无穷小，记作：α～β（α与β等价）．

例４　当狓 → －３时，狓
２
＋６狓＋９与狓＋３都是无穷小，试比较之．

解　因为ｌｉｍ
狓→－３

狓
２
＋６狓＋９

狓＋３
＝ｌｉｍ
狓→－３

（狓＋３）
２

狓＋３
＝ｌｉｍ
狓→－３

（狓＋３）＝０，

所以狓
２
＋６狓＋９是狓＋３的高阶无穷小．

习题１．３

犃

１．当狓趋于什么时，下列函数为无穷大？

（１）狔＝
１

狓
２
；　　　　　　　　　　　　　　（２）狔＝狓－１．

２．当狓趋于什么时，下列函数为无穷小？

（１）狔＝
狓
２
－９

狓＋３
；　　　　 （２）狔＝３

狓
．

３．两个无穷小的商是否一定是无穷小？举例说明之．

４．求下列极限．

（１）ｌｉｍ
狓→０
狓ｓｉｎ

１

狓
；　　　　　　 （２）ｌｉｍ

狓→∞

（２狓
３
－１）．

５．当狓 →１时，１－狓 与
１

２
（１－狓

２）都是无穷小，试比较之．
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习题１．３

参考答案

犅

１．当狓趋于什么时，下列函数为无穷大？

（１）狔＝
１

狓
２
－１

；　　　　　　　　　　（２）狔＝２
狓
．

２．当狓趋于什么时，下列函数为无穷小？

（１）狔＝狓ｃｏｓ
１

狓
；　　　　　　 （２）狔＝

１

狓
２
＋２狓

．

３．“无穷大必为无界的量”“无界的量必为无穷大”这两个命题对吗？

请举例说明．

４．求下列极限．

（１）ｌｉｍ
狓→０
狓
２
ｓｉｎ

１

狓
５
；　　　 （２）ｌｉｍ

狓→∞

（２狓
３
－狓＋１）．

５．当狓→１时，１－狓与１－狓
３ 都是无穷小，试比较之．

第四节　函数极限的运算规则

要运用极限讨论函数，首先要会求函数的极限．简单函数的极限可用极限定义观察判

断得到，复杂的函数就要利用运算规则，化为若干个简单的函数来求极限．中学阶段我们

已经学习了数列极限的四则运算规则，因为数列可作为一类特殊的函数，故函数极限有与

数列极限相类似的四则运算规则．

下面我们以狓→狓０时函数的极限为例说明函数极限的运算规则，对于自变量狓的其

他变化过程，有完全类似的运算法则．

定理１．２（函数极限的四则运算规则）　若ｌｉｍ
狓→狓０

犳（狓）＝犃，ｌｉｍ
狓→狓０

犵（狓）＝犅，则：

（１）ｌｉｍ
狓→狓０

［犳（狓）±犵（狓）］＝ｌｉｍ
狓→狓０

犳（狓）±ｌｉｍ
狓→狓０

犵（狓）＝犃±犅．

（２）ｌｉｍ
狓→狓０

［犳（狓）犵（狓）］＝ｌｉｍ
狓→狓０

犳（狓）ｌｉｍ
狓→狓０

犵（狓）＝犃犅．

（３）ｌｉｍ
狓→狓０

犳（狓）

犵（狓）
＝

ｌｉｍ
狓→狓０

犳（狓）

ｌｉｍ
狓→狓０

犵（狓）
＝
犃

犅
（犅 ≠０）．

我们以定理１．２的法则（２）为例证明，其他法则证明从略．
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证明　因ｌｉｍ
狓→狓０

犳（狓）＝犃，ｌｉｍ
狓→狓０

犵（狓）＝犅，则由极限与无穷小的关系（定理１．１），有

犳（狓）＝犃＋α，　　犵（狓）＝犅＋β （其中α，β都是当狓 →狓０ 时的无穷小），

于是

犳（狓）犵（狓）＝（犃＋α）（犅＋β）＝犃犅＋（犃β＋犅α＋αβ），

由无穷小的性质知犃β＋犅α＋αβ仍为无穷小，故再由极限与无穷小的关系（定理１．１），可

推得

ｌｉｍ
狓→狓０

［犳（狓）犵（狓）］＝犃犅＝ｌｉｍ
狓→狓０

犳（狓）ｌｉｍ
狓→狓０

犵（狓），

得证．

由定理１．２的法则（２）可得如下两个推论．

推论１　若犆为常数，则ｌｉｍ
狓→狓０

犆犳（狓）＝犆ｌｉｍ
狓→狓０

犳（狓）．

推论２　 ｌｉｍ
狓→狓０

［犳（狓）］
狀
＝［ｌｉｍ

狓→狓０

犳（狓）］
狀（狀为正整数）．

例１　求ｌｉｍ
狓→２

（狓
２
＋３狓－４）．

解　ｌｉｍ
狓→２

（狓
２
＋３狓－４）＝ｌｉｍ

狓→２
狓
２
＋３ｌｉｍ

狓→２
狓－４＝２

２
＋３×２—４＝６．

例２　求ｌｉｍ
狓→１

狓
２
＋３狓－７

狓
２
＋５

．

解　因为ｌｉｍ
狓→１

（狓
２
＋５）＝６≠０，所以

ｌｉｍ
狓→１

狓
２
＋３狓－７

狓
２
＋５

＝

ｌｉｍ
狓→１

（狓
２
＋３狓－７）

ｌｉｍ
狓→１

（狓
２
＋５）

＝
－３

６
＝－

１

２
．

例３　求ｌｉｍ
狓→３

狓
２
－７狓＋１２

狓
２
－４狓＋３

．

解　当狓→３时，分子、分母的极限都为零，不能应用定理１．２的法则（３）．但分子、分

母都有公因式 （狓－３），故可先约去．所以

ｌｉｍ
狓→３

狓
２
－７狓＋１２

狓
２
－４狓＋３

＝ｌｉｍ
狓→３

（狓－３）（狓－４）

（狓－１）（狓－３）
＝ｌｉｍ
狓→３

（狓－４）

（狓－１）
＝－

１

２
．

例４　ｌｉｍ
狓→１

狓
２
＋２

狓
２
－４狓＋３

．

解　当狓→１时，分子的极限不为零，分母的极限为零，可先求其倒数的极限，再应用

无穷大量与无穷小量的关系得到结果．由于

ｌｉｍ
狓→１

狓
２
－４狓＋３

狓
２
＋２

＝
０

３
＝０，
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即狓 →１时
狓
２
－４狓＋３

狓
２
＋２

为无穷小，则其倒数
狓
２
＋２

狓
２
－４狓＋３

当狓 →１时是无穷大，即

ｌｉｍ
狓→１

狓
２
＋２

狓
２
－４狓＋３

＝∞．

例５　求ｌｉｍ
狓→∞

５狓
２
＋２狓－７

６狓
２
－４狓＋３

．

解　对有理函数ｌｉｍ
狓→∞

５狓
２
＋２狓－７

６狓
２
－４狓＋３

，分子、分母中的最高次幂为狓
２，故先对分子、分

母同除以狓
２ 后，再利用极限的四则运算法则，得

ｌｉｍ
狓→∞

５狓
２
＋２狓－７

６狓
２
－４狓＋３

＝ｌｉｍ
狓→∞

５＋
２

狓
－
７

狓
２

６－
４

狓
＋
３

狓
２

＝

ｌｉｍ
狓→∞

５＋
２

狓
－
７

狓
２（ ）

ｌｉｍ
狓→∞

６－
４

狓
＋
３

狓
２（ ）

＝

ｌｉｍ
狓→∞
５＋ｌｉｍ

狓→∞

２

狓
－ｌｉｍ
狓→∞

７

狓
２

ｌｉｍ
狓→∞
６－ｌｉｍ

狓→∞

４

狓
＋ｌｉｍ
狓→∞

３

狓
２

＝
５

６
．

用同样方法，可得结果

ｌｉｍ
狓→∞

犪狀狓
狀
＋犪狀－１狓

狀－１
＋…＋犪１狓＋犪０

犫犿狓
犿
＋犫犿－１狓

犿－１
＋…＋犫１狓＋犫０

＝

犪狀

犫犿
， 犿＝狀，

０， 犿 ＞狀，

∞， 犿 ＜狀．

烅

烄

烆

习题１．４

犃

计算下列极限．

（１）ｌｉｍ
狓→ －２

（３狓
４
－５狓

２
＋狓－６）；　　　　　　　（２）ｌｉｍ

狓→２

狓
２
＋５

狓－３
；

（３）ｌｉｍ
狓→０

４狓
３
－２狓

２
＋狓

３狓
２
＋２狓

； （４）ｌｉｍ
狓→５

狓
２

狓－５
；

（５）ｌｉｍ
狓→∞

狓
２
－１

２狓
２
－狓－１

； （６）ｌｉｍ
狓→∞

１＋
１

狓（ ）２－ １

狓
２（ ）．
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习题１．４

参考答案

犅

计算下列极限．

（１）ｌｉｍ
狀→∞

（狀＋１）（狀＋２）（狀＋３）

５狀
３

；　　　　（２）ｌｉｍ
狓→∞

狓
２
－１

２狓
３
－狓－１

；

（３）ｌｉｍ
狓→∞

狓
２

２狓＋１
； （４）ｌｉｍ

犺→０

（狓＋犺）
２
－狓

２

犺
；

（５）ｌｉｍ
狓→∞

１＋
１

２
＋
１

４
＋…＋

１

２
狀（ ）．

第五节　两个重要极限

在一元函数微积分中，极限ｌｉｍ
狓→０

ｓｉｎ狓

狓
＝１和ｌｉｍ

狓→∞
１＋

１

狓（ ）
狓

＝ｅ有着重要的地位和作

用，我们称之为两个重要极限．

一、极限犾犻犿
狓→０

狊犻狀狓

狓
＝１

我们称极限ｌｉｍ
狓→０

ｓｉｎ狓

狓
＝１为第一个重要极限（证明从略）．

列表１ ２观察当狓 →０时，函数
ｓｉｎ狓

狓
的变化趋势．

表１ ２

狓 ±
π

４
±
π

８
±
π

１６
… →０

ｓｉｎ狓

狓
０．９００３１６ ０．９７４４９６ ０．９９３５８７ … →１

　　由表１ ２可见，当狓 →０时，
ｓｉｎ狓

狓
→１．

故有重要极限：ｌｉｍ
狓→０

ｓｉｎ狓

狓
＝１．
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例１　求ｌｉｍ
狓→０

ｔａｎ狓

狓
．

解　ｌｉｍ
狓→０

ｔａｎ狓

狓
＝ｌｉｍ
狓→０

ｓｉｎ狓

狓
·

１

ｃｏｓ狓（ ）
＝ｌｉｍ
狓→０

ｓｉｎ狓

狓
·ｌｉｍ
狓→０

１

ｃｏｓ狓
＝１．

例２　求ｌｉｍ
狓→０

ｓｉｎ５狓

狓
．

解　ｌｉｍ
狓→０

ｓｉｎ５狓

狓
＝ｌｉｍ
狓→０

ｓｉｎ５狓

５狓
×



５

狌＝５狓

５ｌｉｍ
狌→０

ｓｉｎ狌

狌
＝５×１＝５．

应用第一个重要极限ｌｉｍ
狓→０

ｓｉｎ狓

狓
＝１的结果求其他极限，要注意：

（１）所求极限呈现“
０

０
”性态，且与三角函数有关．

（２）可变形出现ｌｉｍ
Δ→０

ｓｉｎΔ

Δ
的形式（Δ代表统一变量），那么就有ｌｉｍ

Δ→０

ｓｉｎΔ

Δ
＝１．

例３　求ｌｉｍ
狓→０

ｓｉｎ３狓

ｓｉｎ４狓
．

解　ｌｉｍ
狓→０

ｓｉｎ３狓

ｓｉｎ４狓
＝ｌｉｍ
狓→０

ｓｉｎ３狓

３狓
·
４狓

ｓｉｎ４狓
·
３狓

４狓（ ）
＝
３

４
ｌｉｍ
狓→０

ｓｉｎ３狓

３狓
·ｌｉｍ
狓→０

４狓

ｓｉｎ４狓
＝
３

４
．

例４　求ｌｉｍ
狓→０

１－ｃｏｓ狓

狓
２

．

解　ｌｉｍ
狓→０

１－ｃｏｓ狓

狓
２

＝ｌｉｍ
狓→０

２ｓｉｎ
２ 狓

２

狓
２
＝ｌｉｍ
狓→０

ｓｉｎ
２ 狓

２

２
狓

２（ ）
２

＝
１

２
ｌｉｍ
狓→０（

ｓｉｎ
狓

２

狓

２

）
２

＝
１

２（ｌｉｍ狓
２
→０

ｓｉｎ
狓

２

狓

２

）
２

＝
１

２
．

二、极限犾犻犿
狓→∞
１＋

１

狓（ ）
狓

＝犲

其中ｅ为无理数，它的值为：ｅ＝２．７１８２８１８２８４５９０４５…．
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列表１ ３、表１ ４，考察当狓 → ＋∞ 及狓 → －∞ 时，函数 １＋
１

狓（ ）
狓

的变化趋势．

表１ ３

狓 １ １０ １００ １０００ １００００ １０００００ … → ＋∞

１＋
１

狓（ ）
狓

２ ２．２５ ２．７０５ ２．７１７ ２．７１８１ ２．７１８２７ … →ｅ

表１ ４

狓 －１０ －１００ －１０００ －１００００ －１０００００ … → －∞

１＋
１

狓（ ）
狓

２．８８ ２．７３２ ２．７２０ ２．７１８３ ２．７１８２８ … →ｅ

　　可以看出，当狓 → ∞ 时，函数 １＋
１

狓（ ）
狓

→ｅ．

故有重要极限：ｌｉｍ
狓→∞

１＋
１

狓（ ）
狓

＝ｅ，称之为第二个重要极限．

对这个重要极限也不要求证明，我们只需了解它的应用．

例５　求ｌｉｍ
狓→０

（１＋狓）
１

狓
．

解　令
１

狓
＝狋，则狓＝

１

狋
，当狓 →０时，狋＝

１

狓
→ ∞，故

ｌｉｍ
狓→０

（１＋狓）
１

狓
＝ｌｉｍ
狋→∞

１＋
１

狋（ ）
狋

＝ｅ，

即ｌｉｍ
狓→０

（１＋狓）
１

狓
＝ｅ．

我们称ｌｉｍ
狓→０

（１＋狓）
１

狓
＝ｅ为第二个重要极限的等价形式．

应用第二个重要极限ｌｉｍ
狓→∞

１＋
１

狓（ ）
狓

＝ｅ或ｌｉｍ
狓→０

（１＋狓）
１

狓
＝ｅ的结果求其他极限，要注意：

（１）所求极限呈现“１∞”性态．

（２）可变形出现ｌｉｍ
Δ→∞
１＋

１

Δ（ ）
Δ

或ｌｉｍ
Δ→０

［１＋Δ］
１

Δ 的形式（Δ代表统一变量），那么就有

ｌｉｍ
Δ→∞
１＋

１

Δ（ ）
Δ

＝ｅ　　 或 　　ｌｉｍ
Δ→０
１＋Δ［ ］

１

Δ
＝ｅ．

例６　求ｌｉｍ
狓→∞

１＋
２

狓（ ）
狓

．
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解　 ｌｉｍ
狓→∞

１＋
２

狓（ ）
狓

＝ｌｉｍ
狓→∞（１＋ １

狓

２

）
狓

＝ｌｉｍ
狓→∞（１＋ １

狓

２

）
狓

２
·２

＝ｌｉｍ
狓

２
→∞

熿

燀
（１＋ １

狓

２

）
狓

２燄

燅

２

＝

熿

燀

ｌｉｍ
狓

２
→∞（１＋ １

狓

２

）
狓

２燄

燅

２

＝ｅ
２
．

例７　求ｌｉｍ
狓→０

（１－狓）
１

狓
．

解　ｌｉｍ
狓→０

（１－狓）
１

狓
＝ｌｉｍ
狓→０

［１＋（－狓）］
１

狓
＝ｌｉｍ
狓→０

［１＋（－狓）］
１

－狓
·（－１）

＝｛ｌｉｍ
（－狓）→０

［１＋（－狓）］
１

－狓 ｝
－１

＝ｅ
－１
．

习题１．５

犃

１．计算下列极限．

（１）ｌｉｍ
狓→０

ｓｉｎ７狓

狓
；　　　　　　　　　　（２）ｌｉｍ

狓→∞
狓ｓｉｎ

１

狓
；

（３）ｌｉｍ
狓→０
狓ｃｏｔ狓．

２．计算下列极限．

（１）ｌｉｍ
狓→∞

１－
１

狓（ ）
狓

；　　　　　　 （２）ｌｉｍ
狓→∞

１＋狓

狓（ ）
５狓

；

（３）ｌｉｍ
狓→０

（１＋３狓）
１

狓
．

犅

１．计算下列极限．

（１）ｌｉｍ
狓→０

ｓｉｎβ狓

ｓｉｎα狓
（α≠０）； （２）ｌｉｍ

狓→０

１－ｃｏｓ２狓

狓ｓｉｎ狓
；
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习题１．５

参考答案

　 （３）ｌｉｍ
狓→π

１＋ｃｏｓ狓

（π－狓）
２
．

２．计算下列极限．

（１）ｌｉｍ
狓→∞

１－
５

狓（ ）
狓

；　　　　　　　　　（２）ｌｉｍ
狓→∞

２狓＋３

２狓＋１（ ）
狓

．

第六节　函数的连续性

在自然界中有许多现象，如气温的变化、植物的生长等都是连续变化着的，即在很

短的时间内，它们的变化都是很微小的．这种现象在函数关系上的反映，就是函数的连

续性．

函数的连续是函数的一种重要性态．从几何角度看，函数的连续表现为连续函数的图

形是一条连绵不断的曲线．

一、函数连续的概念

要使函数狔＝犳（狓）的图形在点狓０ 处连续不断，即函数犳（狓）在点狓０ 处连续，必须同

时满足以下三个条件：

（１）犳（狓）在点狓０ 处有定义．

（２）ｌｉｍ
狓→狓０

犳（狓）存在．

（３）ｌｉｍ
狓→狓０

犳（狓）＝犳（狓０）．

于是有如下定义．

定义１．９　设函数狔＝犳（狓）在点狓０ 及其附近有定义，若ｌｉｍ
狓→狓０

犳（狓）＝犳（狓０），则称函

数犳（狓）在点狓０ 处连续．

若ｌｉｍ
狓→狓

－
０

犳（狓）＝犳（狓０），则称函数犳（狓）在点狓０ 处左连续．

若ｌｉｍ
狓→狓

＋
０

犳（狓）＝犳（狓０），则称函数犳（狓）在点狓０ 处右连续．

显然，函数犳（狓）在点狓０ 处连续的充要条件是函数犳（狓）在点狓０ 处既左连续又右

连续．
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例１　讨论函数犳（狓）＝

狓
２， 狓 ＜０，

２狓， ０≤狓 ≤１，

１， 狓 ＞１

烅

烄

烆

在点狓＝０和狓＝１处的连续性．

解　（１）因为

ｌｉｍ
狓→０

－
犳（狓）＝ｌｉｍ

狓→０
－
狓
２
＝０，

ｌｉｍ
狓→０

＋
犳（狓）＝ｌｉｍ

狓→０
＋
２狓＝０，

ｌｉｍ
狓→０
犳（狓）＝０＝犳（０），

所以，函数犳（狓）在点狓＝０处连续．

（２）因为

ｌｉｍ
狓→１

－
犳（狓）＝ｌｉｍ

狓→１
－
２狓＝２，

ｌｉｍ
狓→１

＋
犳（狓）＝ｌｉｍ

狓→１
＋
１＝１，

所以，当狓 →１时，犳（狓）的极限不存在，犳（狓）在点狓＝１处不连续．

若函数狔＝犳（狓）在区间犐内每一点处都连续，则说函数狔＝犳（狓）在区间内连续．

例２　讨论函数犳（狓）＝２狓＋１在其定义域内的连续性．

解　函数犳（狓）＝２狓＋１的定义域为（－∞，＋∞）．任取一点狓０∈（－∞，＋∞），因为

ｌｉｍ
狓→狓０

犳（狓）＝ｌｉｍ
狓→狓０

（２狓＋１）＝２狓０＋１＝犳（狓０），

所以函数犳（狓）＝２狓＋１在点狓０ 处连续，即在定义域（－∞，＋∞）内每一点处都连续，我

们就说犳（狓）＝２狓＋１在区间（－∞，＋∞）内连续．

在定义１．９中，若将Δ狓＝狓－狓０ 叫做自变量增量（或改变量）；则

Δ狔＝犳（狓）－犳（狓０）＝犳（狓０＋Δ狓）－犳（狓０）

叫做函数的增量（或改变量）．那么

ｌｉｍ
狓→狓０

犳（狓）＝犳（狓０）

可等价地表示为

ｌｉｍ
Δ狓→０

［犳（狓）－犳（狓０）］＝０，

即ｌｉｍ
Δ狓→０

Δ狔＝０，于是有连续的另一个定义．

定义１．１０　设函数狔＝犳（狓）在点狓０ 及其附近有定义，如果自变量的增量Δ狓＝狓－

狓０ 趋于零时，对应的函数增量也趋于零，即

ｌｉｍ
Δ狓→０

Δ狔＝ｌｉｍ
Δ狓→０

［犳（狓０＋Δ狓）－犳（狓０）］＝０，

则称函数犳（狓）在点狓０ 处连续．
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　图１ ７

定义１．１０表明，函数狔＝犳（狓）的连续性实质，反

映的就是函数自变量的改变量无限小时，函数的改变

量也无限小．

对于在闭区间［犪，犫］上有定义的函数犳（狓），若

犳（狓）在开区间（犪，犫）内每一点处连续，即犳（狓）在

（犪，犫）内连续，若犳（狓）又在犪点右连续，犫点左连续，

则犳（狓）在闭区间［犪，犫］上连续，也称犳（狓）为［犪，犫］

上的连续函数．连续函数的图像是一条连续而不间断

的曲线（图１ ７）．

通过上面的学习，我们已经知道如何判断函数的连续性．若函数在某一点处不连续，

我们称之为间断函数，把不满足函数连续性的点称之为间断点，它包括如下三种情形：

（１）在点狓０ 处无定义．

（２）在狓→狓０ 时无极限．

（３）在狓→狓０ 时有极限但不等于犳（狓０）．

例３　讨论函数犳（狓）＝

ｓｉｎ狓

狓
， 狓 ≠０，

０， 狓＝０

烅

烄

烆

在点狓＝０处的连续性．

解　因为在点狓＝０处，ｌｉｍ
狓→０

ｓｉｎ狓

狓
＝１≠犳（０）＝０，所以点狓＝０是间断点．

例４　设犳（狓）＝

狓， ０≤狓 ≤１，

２－狓， １＜狓 ＜２，

ｅ
－狓， ２≤狓 ≤３，

烅

烄

烆

讨论函数犳（狓）在点狓＝１和狓＝２处的连续性，并画出函数图像．

解　因为

ｌｉｍ
狓→１

－
犳（狓）＝ｌｉｍ

狓→１
－
狓＝１，

ｌｉｍ
狓→１

＋
犳（狓）＝ｌｉｍ

狓→１
－

（２－狓）＝１，

又犳（１）＝１，所以函数犳（狓）在点狓＝１处连续．

　图１ ８

又因为

ｌｉｍ
狓→２

－
犳（狓）＝ｌｉｍ

狓→２
－

（２－狓）＝０，

ｌｉｍ
狓→２

＋
犳（狓）＝ｌｉｍ

狓→２
＋
ｅ
－狓
＝ｅ

－２
．

当狓 →２时，函数犳（狓）的极限不存在，故函数

犳（狓）在点狓＝２处不连续．

作函数犳（狓）的图像如图１ ８所示．
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二、初等函数的连续性

定理１．３　基本初等函数在它们的定义域内都是连续的；一切初等函数在其定义域

内也都是连续的．（证明略）

根据定理１．３，由连续的定义，还可通过如下方式求极限．

（１）求初等函数在定义域内趋向某点狓０ 的极限，就等于求该点的函数值，即

ｌｉｍ
狓→狓０

犳（狓）＝犳（狓０）．

（２）求连续的复合函数的极限，极限符号“ｌｉｍ”与函数符号“犳”可以交换顺序，也可作

代换

ｌｉｍ
狓→狓０

犳［（狓）］＝ｌｉｍ
μ→犪
犳（狌），其中狌＝（狓），犪＝ｌｉｍ

狓→狓０
（狓）．

例５　求下列函数的极限．

（１）ｌｉｍ
狓→０

４－狓槡
２；　　　　　　　　　　　（２）ｌｉｍ

狓→
π

２

ｌｎｓｉｎ狓；

（３）ｌｉｍ
狓→０

５－
ｓｉｎ狓

狓槡 ．

解　（１）ｌｉｍ
狓→０

４－狓槡
２
＝ ４－槡 ０＝２．

（２）ｌｉｍ
狓→

π

２

ｌｎｓｉｎ狓＝ｌｎ（ｌｉｍ
狓→

π

２

ｓｉｎ狓）＝ｌｎ１＝０．

（３）令狌＝
ｓｉｎ狓

狓
，则

５－
ｓｉｎ狓

狓槡 ＝ ５－槡 狌，

当狓→０时狌＝
ｓｉｎ狓

狓
→１，故

ｌｉｍ
狓→０

５－
ｓｉｎ狓

狓槡 ＝ｌｉｍ
狌→１

５－槡 狌＝２．

三、闭区间上连续函数的性质

闭区间上连续函数的如下定理．

定理１．４（最大值和最小值定理）　在闭区间上连续的函数一定有最大值和最小值
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（在此不作证明）．

例如：函数狔＝ｓｉｎ狓在闭区间［０，２π］上连续，在点狓＝
π

２
处，它的函数值为１，且大

于闭区间［０，２π］上其他各点的函数值；在点狓＝
３π

２
处，它的函数值为－１，且小于闭区间

［０，２π］上其他各点的函数值，故狔＝ｓｉｎ狓 在闭区间［０，２π］上有最大值犳
π

２（ ）＝１，最小

　 图１ ９

值犳
３π

２（ ）＝－１．
定理１．５（介值定理）　在闭区间上连续

的函数一定取得介于区间两端点的函数值间

的任何值．

上述性质即：若犳（狓）在闭区间［犪，犫］上

连续，且犳（犪）≠犳（犫），μ 为介于犳（犪）与

犳（犫）之间的数，则在（犪，犫）内至少有一个ξ，

使得犳（ξ）＝μ，ξ∈ （犪，犫）．

如图１ ９所示，函数狔＝犳（狓）在闭区间

［犪，犫］上连续，对于犳（犪）＜犮＜犳（犫），在（犪，犫）内存在三点ξ１，ξ２，ξ３，使得犳（ξ１）＝

犳（ξ２）＝犳（ξ３）＝犮．

习题１．６

犃

１．讨论下列函数在指定点处的连续性．

（１）犳（狓）＝
狓
２
－４

狓－２
，在点狓＝２处；

（２）犳（狓）＝

１－狓
２

１＋狓
， 狓 ≠１，

２， 狓＝１，

烅

烄

烆

在点狓＝１处．

２．研究下列函数的连续性，并画出函数的图像．

（１）犳（狓）＝
狓
２， ０≤狓 ≤１，

２－狓， １≤狓 ≤２；
｛

（２）犳（狓）＝
狓， －∞ ＜狓 ≤１；

－１， 狓 ＞１．
｛
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习题１．６

参考答案

３．求下列极限．

（１）ｌｉｍ
狓→０

狓
２
－２狓＋槡 ９；　　　　　　　　　（２）ｌｉｍ

狓→０
１０－

ｓｉｎ狓

狓槡 ．

４．设函数犳（狓）＝
２狓＋犫，狓≥０，

狓
２
＋１， 狓＜０，

｛ 试选择犫，使犳（狓）成为（－∞，＋∞）内的连续

函数．

犅

１．讨论下列函数在指定点处的连续性：

（１）犳（狓）＝
１－

ｓｉｎ狓

狓槡
， 狓 ≠０，

２， 狓＝０，

烅

烄

烆

在点狓＝０处；

（２）犳（狓）＝
狓＋

１

狓
， 狓 ≠０，

０， 狓＝０，

烅

烄

烆

在点狓＝０处．

２．求下列极限．

（１）ｌｉｍ
狓→１

５狓－槡 ４－
　

槡狓

狓－１
； （２）ｌｉｍ

狓→０

ｌｎ（１－２狓）

狓
．

本 章 小 结

一、学习目标与要求

在进一步理解认识函数概念的基础上，本章学习目标的重点是掌握函数极限的概念、

极限的四则运算法则、两个重要极限及求函数极限的一些基本方法，并了解函数的连续

性．具体要求如下：

１．理解函数、分段函数、复合函数、初等函数等概念．

２．理解函数极限的概念，无穷大与无穷小的概念．

３．掌握极限的四则运算法则．

４．认识两个重要极限及应用．

５．了解函数连续性的概念，会讨论初等函数的连续性．

二、本章主要内容

１．一个函数的构成要素为：定义域、对应关系和值域，其中定义域和对应关系叫做函

数的两要素．

２．函数的基本特性有：单调性、有界性、奇偶性、周期性．
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３．由基本初等函数与常数经过有限次的四则运算及有限次的函数复合所产生的，并

且能用一个解析式表示的函数，称为初等函数．

４．函数的极限，实质就是当自变量的某种变化趋势下（有两大类，即狓→狓０，狓→∞；六小

类，即狓→狓０，狓→狓
－
０
，狓→狓

＋
０
，狓→∞，狓→－∞，狓→＋∞），相应的函数变化趋势．

５．极限的运算法则

设在自变量狓的某一变化过程中，ｌｉｍ犳（狓）＝犃，ｌｉｍ犵（狓）＝犅，则

ｌｉｍ［犳（狓）±犵（狓）］＝ｌｉｍ犳（狓）±ｌｉｍ犵（狓）＝犃±犅．

ｌｉｍ［犳（狓）·犵（狓）］＝ｌｉｍ犳（狓）·ｌｉｍ犵（狓）＝犃·犅．

ｌｉｍ
犳（狓）

犵（狓）
＝
ｌｉｍ犳（狓）

ｌｉｍ犵（狓）
＝
犃

犅
（犅 ≠０）．

６．无穷大与无穷小

（１）有限个无穷小的和、差、积仍为无穷小．

（２）若ｌｉｍ犳（狓）＝０，犵（狓）是有界量，则ｌｉｍ犳（狓）犵（狓）＝０．

（３）无穷小的比较：

设在同一极限过程中，α，β为无穷小且β≠０，则

若ｌｉｍ
α

β
＝０，称α是β的高阶无穷小．

若ｌｉｍ
α

β
＝∞，称α是β的低阶无穷小．

若ｌｉｍ
α

β
＝犮（犮≠０），称α是β的同阶无穷小，特别地，若犮＝１，即若ｌｉｍ

α

β
＝１，则

称α是β的等价无穷小．

（４）无穷大与无穷小的关系：

若ｌｉｍ犳（狓）＝０，且犳（狓）≠０，则ｌｉｍ
１

犳（狓）
＝∞．

若ｌｉｍ犳（狓）＝∞，则ｌｉｍ
１

犳（狓）
＝０．

７．重要极限公式

（１）ｌｉｍ
狓→０

ｓｉｎ狓

狓
＝１．

（２）ｌｉｍ
狓→０

（１＋狓）
１

狓
＝ｌｉｍ
狓→∞

１＋
１

狓（ ）
狓

＝ｅ．

８．计算函数极限的方法归纳

（１）利用函数极限的定义观察判断．

（２）利用极限的四则运算法则．
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（３）利用无穷小与无穷大的运算规则．

（４）利用两个重要的极限公式．

（５）利用初等函数的连续性．

关于极限的计算，就是将一些基本初等函数的极限以及两个重要极限等作为已知条

件，运用极限的运算法则求函数的极限．要注意的是法则成立的条件，当条件不满足时，就

不能直接用，常常需要对函数通过适当的恒等变换：如因式分解后约分、分子与分母同乘

共轭根式、通分、变量代换、三角恒等变换等，再利用有关方法计算极限．

９．函数的连续性

（１）函数连续的概念

如果ｌｉｍ
Δ狓→０

Δ狔＝０或ｌｉｍ
狓→狓０

犳（狓）＝犳（狓０），那么狔＝犳（狓）在点狓０ 处连续．

（２）初等函数的连续性

一切初等函数在其有定义的区间内都连续．

在确定初等函数的连续区间时，只需考察函数的定义域．对分段函数，由于每一段上

都是初等函数的形式，因此只需考察在分段点处的连续性．

（３）闭区间上连续函数的性质

主要掌握最大值和最小值定理、介值定理．

综合复习题一

犃

１．填空题．

（１）犳（狓）＝槡狓 ＋
１

狓
在区间　　　　　　连续．

（２）若ｌｉｍ
狓→２

狓
２
＋２狓＋犽

狓－２
＝６，则犽＝　　　　．

（３）设犳（狓）＝

狓＋１， 狓 ＞０，

０， 狓＝０，

狓－１， 狓 ＜０，

烅

烄

烆

则ｌｉｍ
狓→０

＋
犳（狓）＝　　　　，ｌｉｍ

狓→０
－
犳（狓）＝　　　　．

（４）如果犳（狓）在点狓０ 处连续，Δ狔＝犳（狓０＋Δ狓）－犳（狓０），则ｌｉｍ
Δ狓→０

Δ狔＝　　　　．

２．选择题．

（１）定义域为犚，下列函数中为有界函数的是（　　）．

　　　　　　　　 　　　　　　　　　 　　　　　　　　　 　Ａ．ｅ
狓

Ｂ．１＋ｓｉｎ狓 Ｃ．ｌｎ狓 Ｄ．ｔａｎ狓

（２）若某种商品的价格为狆，与需求量（即产量犙）有关系式犙＝５０－４狆，则总收益函

数犚（犙）＝（　　）．
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Ａ．４狆＋５０狆 Ｂ．４狆－５０ Ｃ．５０狆－４狆
２

Ｄ．５０－４狆

（３）函数狔＝犳（狓）在点狓＝犪处连续是犳（狓）在点狓＝犪处有极限的（　　）．

Ａ．充要条件 Ｂ．充分条件

Ｃ．必要条件 Ｄ．无关条件

（４）函数犳（狓）＝

２， 狓 ＞０，

１

狓
２
＋１

， 狓 ≤０
烅

烄

烆

，在点狓＝０处间断是因为（　　）．

Ａ．犳（狓）在点狓＝０处无定义

Ｂ．ｌｉｍ
狓→０

－
犳（狓）与ｌｉｍ

狓→０
＋
犳（狓）中有一个不存在

Ｃ．ｌｉｍ
狓→０

－
犳（狓）与ｌｉｍ

狓→０
＋
犳（狓）均存在，但ｌｉｍ

狓→０
犳（狓）不存在

Ｄ．ｌｉｍ
狓→０
犳（狓）存在，但ｌｉｍ

狓→０
犳（狓）≠犳（狓）

（５）函数犳（狓）＝ｓｉｎ（狓＋１）（狓
２
－１）的间断点的个数为（　　）．

Ａ．０ Ｂ．１ Ｃ．２ Ｄ．３

３．计算下列极限．

（１）ｌｉｍ
狓→０

狓
２
＋狓－２

狓
３
－４狓

；

（２）ｌｉｍ
狓→ －２

１

狓＋２
－

２狓

狓
２
－４

（ ）；
（３）ｌｉｍ

狓→
π

２

ｃｏｓ狓

π

２
－狓

；

（４）ｌｉｍ
狓→０

［ｌｎ（１＋狓＋狓
２
＋狓

３）－ｌｎ（１＋狓）］ｃｏｓ
２
狓．

４．讨论函数犳（狓）＝
３狓＋２， 狓 ≤０，

狓
２
＋１， 狓 ＞０

｛ 的连续性，并作函数的图像．

犅

１．填空题．

（１）ｌｉｍ
狓→ ＋∞

（ａｒｃｔａｎ狓＋ｅ
－狓）＝　　　　　　．

（２）ｌｉｍ
狀→∞

４狀
２
＋槡 １

狀
＝　　　　　　．

（３）ｌｉｍ
狓→∞

ｓｉｎ狓

狓
＝　　　　　　．

（４）ｌｉｍ
狓→１

（狓－１）ｓｉｎ
１

狓－１
＝　　　　　　．
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２．选择题．

（１）函数狔＝ ５－槡 狓 ＋
狓－槡 １

狓－３
的定义域是（　　）．

Ａ．［１，５］ Ｂ．［１，３）∪（３，５］ Ｃ．［１，３） Ｄ．（３，５］

（２）函数犳（狓）＝ｅ
狓 在（－∞，＋∞）内是（　　）．

Ａ．无界奇函数 Ｂ．递减偶函数

Ｃ．递减无界函数 Ｄ．递增无界函数

（３）下列变量中，当狓→０时，与ｓｉｎ２狓等价的无穷小量是（　　）．

Ａ．狓 Ｂ．狓
２

Ｃ．４狓 Ｄ．２狓

（４）ｌｉｍ
狀→０

１

狀
２
＋
２

狀
２
＋…＋

狀

狀
２（ ）＝（　　）．

Ａ．
１

２
Ｂ．１ Ｃ．０ Ｄ．∞

（５）如果函数狔＝犳（狓）在［犪，犫］上连续，且犳（犪）·犳（犫）＜０，则在（犪，犫）内（　　）．

Ａ．一定犳（狓）＝０ Ｂ．一定犳（狓）≤０

Ｃ．不存在ξ，使犳（ξ）＝０ Ｄ．必存在ξ，使犳（ξ）＝０

３．计算下列极限．

（１）ｌｉｍ
狀→∞

（狀
２
＋槡 １－ 狀

２
＋５槡 狀）； （２）ｌｉｍ

狓→０

狓ｓｉｎ狓

１－ｃｏｓ狓
；

（３）ｌｉｍ
狓→０

狓－２

狓＋３（ ）
狓

； （４）ｌｉｍ
狓→０
ａｒｃｃｏｓ

ｌｎ（１＋狓）

狓
；

　综合复习题一

　参考答案

（５）ｌｉｍ
狓→∞

狓－２

狓＋３（ ）
狓

．

４．讨论函数犳（狓）＝

３狓＋２， 狓 ≤０，

狓
２
＋２， ０≤狓 ≤１，

１

狓
， 狓 ＞１

烅

烄

烆

的连续性，并作函数的图像．

阅读材料一

刘徽的割圆术

所谓“割圆术”，是用圆内接正多边形的周长去无限逼近圆周并以此求取圆周率的方

法．这个方法，是我国魏晋时期（约２２５—２９５年）的数学家刘徽，在批判总结了数学史上各
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种旧的计算方法之后，经过深思熟虑后创造出来的一种崭新的方法．

中国古代从先秦时期开始，一直是取“周三径一”（即圆周周长与直径的比率为三比

一）的数值来进行有关圆的计算．但用这个数值进行计算的结果往往误差很大．正如刘徽

所说，用“周三径一”计算出来的圆周长，实际上不是圆的周长，而是圆内接正六边形的周

长，其数值要比实际的圆周长小得多．东汉的张衡不满足于这个结果，他从研究圆与它的

外切正方形的关系着手得到圆周率．这个数值比“周三径一”要好些，但刘徽认为其计算出

来的圆周长必然要大于实际的圆周长，也不精确．刘徽以极限思想为指导，提出用“割圆

术”来求圆周率，既大胆创新，又严密论证，从而为圆周率的计算指出了一条科学的道路．

在刘徽看来，既然用“周三径一”计算出来的圆周长实际上是圆内接正六边形的周长，

与圆周长相差很多；那么我们可以在圆内接正六边形把圆周等分为六条弧的基础上，再继

续等分，把每段弧再一分为二，作出一个圆内接正十二边形，这个正十二边形的周长不就

要比正六边形的周长更接近圆周了吗？如果把圆周再继续分割，作出一个圆内接正二十

四边形，那么这个正二十四边形的周长必然又比正十二边形的周长更接近圆周．这就表

明，把圆周分割得越细，误差就越少，其内接正多边形的周长就越接近圆周．如此不断地分

割下去，一直到圆周无法再分割为止，也就是到了圆内接正多边形的边数无限多的时候，

它的周长就与圆周“合体”而完全一致了，刘徽断言“割之弥细，所失弥少，割之又割，以至

于不可割，则与圆周合体，而无所失矣”．

按照这样的思路，刘徽把圆内接正多边形的面积一直算到了正３０７２边形，并由此而

求得了圆周率为３．１４和３．１４１６这两个近似数值．这个结果是当时世界上圆周率计算得

到的最精确的数据．刘徽对自己创造的这个“割圆术”新方法非常自信，把它推广到有关圆

形计算的各个方面，从而使数学的发展大大向前推进了一步．以后到了南北朝时期，祖冲

之在刘徽的这一基础上继续努力，终于使圆周率计算精确到了小数点以后的第七位．在西

方，这个成绩是由法国数学家韦达于１５９３年取得的，比祖冲之要晚了１１００多年．祖冲之

还求得了圆周率的两个分数值，一个是“约率”，另一个是“密率”，其中的密率在西方是由

德国人奥托于１５７３年得到的，１６２５年发表于荷兰工程师安东尼斯的著作中，这比祖冲之

晚了１０００多年．刘徽所创立的“割圆术”对中国古代数学发展的重大贡献，历史是永远不

会忘记的．
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第二章 犆犎犃犘犜犈犚２

导数与微分

　　微分学是微积分的重要组成部分，它的基本概念是导数与微分．导数

是反映函数相对于自变量变化快慢程度的概念，即变化率，如运动学中物

体的运动速度、生物学中生物繁殖率等；微分反应当自变量有微小变化

时，函数大约变化了多少，如时间间隔很短时物体走过的路程、生物繁殖

数量的近似值等．本章主要讨论导数与微分的概念及计算方法．

第一节　导数的概念

一、引例

１．变速直线运动的瞬时速度

在物理学中，当物体作匀速直线运动时，其速度按如下公式计算：

速度＝
距离

时间
．

但在实际问题中，运动往往是非匀速的，上述公式只能表示质点走完某一

路程的平均速度，而不能准确地反映出质点在任意时刻运动的快慢．质点

在任意时刻运动的快慢程度即瞬时速度．

现设一质点作变速直线运动，以它的运动直线为数轴，则质点在数轴

上的位置狊是时间狋的函数狊＝狊（狋），称之为位移函数．现在我们来考察质








































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点在狋０ 时刻的瞬时速度狏（狋０）．

当时间狋由狋０ 改变到狋０＋Δ狋时，质点经过的位移（图２ １）为

　图２ １

Δ狊＝狊（狋０＋Δ狋）－狊（狋０），

则质点在狋０ 到狋０＋Δ狋这段时间内的平均速度为

狏
－
＝
Δ狊

Δ狋
＝
狊（狋０＋Δ狋）－狊（狋０）

Δ狋
．

由于变速直线运动的速度通常是连续变化的，所以从整体来看，速度时刻在变化，但

从局部来看，在很短的时间Δ狋内，速度变化不大，可以近似地看作是匀速的，因此当｜Δ狋｜

很小时，狏
－ 可作为质点在狋０ 时刻的瞬时速度的近似值．显然，｜Δ狋｜越小，狏

－ 就越接近质点在

狋０ 时刻的瞬时速度，当｜Δ狋｜无限趋于零时，平均速度狏
－ 的极限就是质点在狋０ 时刻的瞬时

速度，即

狏（狋０）＝ｌｉｍ
Δ狋→０
狏
－
＝ｌｉｍ
Δ狋→０

Δ狊

Δ狋
＝ｌｉｍ
Δ狋→０

狊（狋０＋Δ狋）－狊（狋０）

Δ狋
． （２ １）

例如，对于真空中自由下落的物体，它的运动方程为狊（狋）＝
１

２
犵狋

２，其中犵≈９．８ｍ／ｓ
２

为常量．按照上述的讨论，有

狏（狋０）＝ｌｉｍ
Δ狋→０
狏
－
＝ｌｉｍ
Δ狋→０

狊（狋０＋Δ狋）－狊（狋０）

Δ狋
＝ｌｉｍ
Δ狋→０

１

２
犵（狋０＋Δ狋）

２
－
１

２
犵狋

２

０

Δ狋

＝ｌｉｍ
Δ狋→０

１

２
犵（２狋０＋Δ狋）＝犵狋０，

即在自由落体运动中，狋０ 时刻的瞬时速度为犵狋０，这与高中物理学中自由落体运动的瞬时

　图２ ２

速度公式是一致的．

２．平面曲线的切线及其斜率

在平面几何中，圆的切线被定义为“与圆只相交

于一点的直线”．而对一般曲线来说，这个定义显然

不适用．例如曲线狔＝狓
２上任一点处，都有无数条直

线仅交狔＝狓
２ 于该点，但切线只有一条（如图２ ２

所示）；而图２ ３中的直线虽然与曲线相交于两点，

但仍是曲线的切线．因此，有必要对曲线在一点处的

切线给出一个普遍适用的定义．

设点犕 是曲线犔 上一点（图２ ４），在犔 上除

点犕 外另取一点犖，作割线犕犖．当点犖 沿曲线犔
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趋于点犕 时，割线犕犖 绕点犕 转动而无限接近于它的极限位置犕犜，则称直线犕犜 为曲

线犔 在点犕 处的切线．现在我们来求切线犕犜 的斜率．

图２ ３ 图２ ４

设曲线犔 的方程为狔＝犳（狓），点犕 和犖 的横坐标分别为狓０ 和狓０＋Δ狓，则割线

犕犖 的斜率为

ｔａｎφ＝
Δ狔

Δ狓
＝
犳（狓０＋Δ狓）－犳（狓０）

Δ狓
，

其中φ是割线犕犖 的倾角．当点犖 沿曲线犔 趋于点犕（即Δ狓→０）时，割线犕犖 趋于切

线犕犜．设切线犕犜 的倾角为α，那么，当Δ狓→０时，φ→α，ｔａｎφ→ｔａｎα，即割线犕犖 的

斜率的极限就是切线犕犜 的斜率，即

犽＝ｔａｎα＝ｌｉｍ
Δ狓→０
ｔａｎφ＝ｌｉｍ

Δ狓→０

Δ狔

Δ狓
＝ｌｉｍ
Δ狓→０

犳（狓０＋Δ狓）－犳（狓０）

Δ狓
． （２ ２）

二、导数的概念

在以上两例中得出的关于瞬时速度的表达式（２ １）及切线斜率表达式（２ ２）所反映

的实际意义虽然不同，但它们在数量关系上具有共同的特性，在数学结构上具有完全相同

的形式，即当自变量增量趋于零时函数的增量与自变量增量之比的极限．在自然科学和工

程技术等领域，还有许多其他反映变化率的量，如电流强度、线密度等都可归结为求上述

形式的极限，我们舍弃这些例子的具体意义，抽象出共同的数学形式，就得出了函数导数

的概念．

１．导数的定义

定义２．１　设函数狔＝犳（狓）在点狓０ 的某邻域内有定义，当自变量狓在点狓０ 处有增
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量Δ狓（Δ狓 ≠０，狓０＋Δ狓 仍在该邻域内）时，相应地函数有增量

Δ狔＝犳（狓０＋Δ狓）－犳（狓０）．

如果极限ｌｉｍ
Δ狓→０

Δ狔

Δ狓
存在，则称函数狔＝犳（狓）在点狓０ 处可导，并称此极限值为函数狔＝

犳（狓）在点狓０ 处的导数，记作

犳′（狓０），狔′ 狓＝狓０
，
ｄ狔

ｄ狓 狓＝狓０

或
ｄ犳（狓）

ｄ狓 狓＝狓０

，

即

犳′（狓０）＝ｌｉｍ
Δ狓→０

Δ狔

Δ狓
＝ｌｉｍ
Δ狓→０

犳（狓０＋Δ狓）－犳（狓０）

Δ狓
． （２ ３）

如果上述极限不存在，则称函数狔＝犳（狓）在点狓０ 处不可导．

为了方便起见，导数的定义式还可以写成以下形式：令Δ狓＝犺，则（２ ３）式变成

犳′（狓０）＝ｌｉｍ
犺→０

犳（狓０＋犺）－犳（狓０）

犺
；

若令狓０＋Δ狓＝狓，则当Δ狓 →０时，有狓 →狓０，从而（２ ３）式变成

犳′（狓０）＝ｌｉｍ
狓→狓０

犳（狓）－犳（狓０）

狓－狓０
．

根据导数的定义，变速直线运动的瞬时速度就是路程函数狊＝狊（狋）在点狋０处的导数，

即狏（狋０）＝狊′（狋０）；曲线犔在点犕（狓０，狔０）处的切线斜率就是曲线方程狔＝犳（狓）在点狓０

　 试求导数

处的导数，即犽＝ｔａｎα＝犳′（狓０）．

例１　设狔＝２狓＋１，试求点狓＝５处的导数狔′ 狓＝５．

解　（１）求增量Δ狔＝犳（５＋Δ狓）－犳（５）＝２（５＋Δ狓）＋１－１１＝２Δ狓；

（２）算比值
Δ狔

Δ狓
＝
２Δ狓

Δ狓
＝２；

连续与可导　

（３）取极限狔′ 狓＝５＝ｌｉｍ
狓→０

Δ狔

Δ狓
＝２．

２．导函数

如果函数狔＝犳（狓）在区间（犪，犫）内的每一处都可导，则称函数狔＝

犳（狓）在区间（犪，犫）内可导．这时对于区间（犪，犫）中每一个狓 值，都有唯一

确定的导数值犳′（狓）与之对应，这样就确定了一个新的函数，称之为函数狔＝犳（狓）的导

函数，简称为导数，记作

犳′（狓），狔′，
ｄ狔

ｄ狓
或
ｄ犳（狓）

ｄ狓
，
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即

犳′（狓）＝ｌｉｍ
Δ狓→０

犳（狓＋Δ狓）－犳（狓）

Δ狓
　　 或 　　犳′（狓）＝ｌｉｍ

犺→０

犳（狓＋犺）－犳（狓）

犺
．

显然，函数狔＝犳（狓）在点狓０处的导数犳′（狓０）就是导函数犳′（狓）在点狓０处的函数值，即

犳′（狓０）＝犳′（狓）狘狓＝狓０．

三、求导举例

由导数的定义可知，求函数狔＝犳（狓）的导数可分为以下三个步骤：

（１）求增量Δ狔＝犳（狓＋Δ狓）－犳（狓）；

（２）算比值
Δ狔

Δ狓
＝
犳（狓＋Δ狓）－犳（狓）

Δ狓
；

（３）取极限狔′＝ｌｉｍ
Δ狓→０

Δ狔

Δ狓
＝ｌｉｍ
Δ狓→０

犳（狓＋Δ狓）－犳（狓）

Δ狓
．

通常在运算熟练之后，我们可以将以上三个步骤合在一起来写．下面根据导数的定义

求一些简单函数的导数（令Δ狓＝犺）．

例２　求函数狔＝２狓
２
＋１的导数．

解

狔′＝ｌｉｍ
犺→０

犳（狓＋犺）－犳（狓）

犺
＝ｌｉｍ
犺→０

［２（狓＋犺）
２
＋１］－（２狓

２
＋１）

犺

＝ｌｉｍ
犺→０

４犺狓＋２犺
２

犺
＝４狓，

即 （２狓
２
＋１）′＝４狓．

例３　求幂函数狔＝狓
狀（狀为正整数）的导数．

解

狔′＝ｌｉｍ
犺→０

犳（狓＋犺）－犳（狓）

犺
＝ｌｉｍ
犺→０

（狓＋犺）
狀
－狓

狀

犺

＝ｌｉｍ
犺→０

［狀狓
狀－１
＋
狀（狀－１）

２！
狓
狀－２
犺＋…＋犺

狀－１］＝狀狓
狀－１，

即 （狓
狀）′＝狀狓

狀－１（狀为正整数）．

一般地，对任何幂函数狔＝狓μ（μ∈犚），都有（狓
μ）′＝μ狓

μ－１（μ∈犚）（第三节将证）．利

用这个公式，有
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（槡狓）′＝（狓
１

２）′＝１
２
狓

１

２
－１

＝
１

２
狓
－
１

２
＝

１

２槡狓
，
１

狓（ ）′＝（狓－１）′＝（－１）狓
－１－１
＝－

１

狓
２
．

例４　求函数狔＝ｓｉｎ狓 的导数．

解

狔′＝ｌｉｍ
犺→０

犳（狓＋犺）－犳（狓）

犺
＝ｌｉｍ
犺→０

ｓｉｎ（狓＋犺）－ｓｉｎ狓

犺
＝ｌｉｍ
犺→０

２ｃｏｓ狓＋
犺

２（ ）ｓｉｎ犺２
犺

＝ｌｉｍ
犺→０
ｃｏｓ狓＋

犺

２（ ）·
ｓｉｎ
犺

２

犺

２

＝ｌｉｍ
犺→０
ｃｏｓ狓＋

犺

２（ ）·ｌｉｍ犺→０
ｓｉｎ
犺

２

犺

２

＝ｃｏｓ狓，

即 （ｓｉｎ狓）′＝ｃｏｓ狓．

用类似的方法可求得　　　　 （ｃｏｓ狓）′＝－ｓｉｎ狓．

下面由此来验证第二个重要极限ｌｉｍ
狓→０

（１＋狓）
１

狓
＝ｅ．

例５　求对数函数狔＝ｌｏｇ犪狓 （犪＞０，犪≠０）的导数

解

狔′＝ｌｉｍ
犺→０

ｌｏｇ犪（狓＋犺）－ｌｏｇ犪狓

犺
＝ｌｉｍ
犺→０

１

犺
ｌｏｇ犪

狓＋犺

狓

＝ｌｉｍ
犺→０

１

狓
·
狓

犺
ｌｏｇ犪 １＋

犺

狓（ ）［ ］＝１狓 ·ｌｉｍ犺→０ｌｏｇ犪 １＋
犺

狓（ ）
狓

犺

＝
１

狓
·ｌｏｇ犪ｅ＝

１

狓ｌｎ犪

即 （ｌｏｇ犪狓）′＝
１

狓ｌｎ犪

特别地，当犪＝ｅ时，有 （ｌｎ狓）′＝
１

狓
．

例６　求函数犳（狓）＝
２０１７

槡２０１８的导数．

解　犳′（狓）＝ｌｉｍ
犺→０

犳（狓＋犺）－犳（狓）

犺
＝ｌｉｍ
犺→０

２０１７

槡２０１８－
２０１７

槡２０１８

犺
＝０

一般地，对于函数犳（狓）＝犆（犆为常数）来说，总有（犆）′＝０，即任意常数的导数为零．

四、导数的几何意义

由前面的讨论可知，函数狔＝犳（狓）在点狓０处的导数犳′（狓０）等于曲线狔＝犳（狓）在
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点犕（狓０，狔０）处的切线斜率，即犽＝ｔａｎα＝犳′（狓０），其中α为切线的倾角，这就是导数的

几何意义，如图２ ４所示．

根据导数的几何意义和直线的点斜式方程可知，如果函数狔＝犳（狓）在点狓０ 处的导

数存在，则曲线狔＝犳（狓）在点犕（狓０，狔０）处的切线方程为

狔－狔０＝犳′（狓０）（狓－狓０）．

若犳′（狓０）＝∞，则曲线狔＝犳（狓）在点犕（狓０，狔０）处具有垂直于狓轴的切线狓＝狓０；

若犳′（狓０）不存在且不为无穷大，则曲线在点犕（狓０，狔０）处没有切线．

过点犕（狓０，狔０）且与该点切线垂直的直线称为曲线狔＝犳（狓）在点犕（狓０，狔０）处的

法线．若犳′（狓０）≠０，则过点犕（狓０，狔０）的法线方程为

狔－狔０＝－
１

犳′（狓０）
（狓－狓０）．

导数的几何意义　

而当犳′（狓０）＝０时，过点 犕（狓０，狔０）的法线为垂直于狓 轴的直线

狓＝狓０．

顺便指出，如果函数狔＝ 犳（狓）在区间（犪，犫）内可导，则落在区间

（犪，犫）内的犳（狓）的图像上每一点都有不垂直于狓轴的切线，从而这段

图像呈现为一段光滑的曲线，这对于直观地判断函数的可导性是很有帮

助的．

　求公切线

例７　求抛物线狔＝狓
２ 在点（２，４）处的切线方程和法线方程．

解　由导数的几何意义知，抛物线狔＝狓
２ 在点（２，４）处的切线斜率为

极坐标下求切线　

狔′狘狓＝２＝２狓狘狓＝２＝２×２＝４，

所求的切线方程为　　　　狔－４＝４（狓－２），

即 狔＝４狓－４；

法线方程为 　狔－４＝－
１

４
（狓－２），

即 狔＝－
１

４
狓＋

９

２
．

五、可导与连续的关系

１．单侧导数

利用单侧极限，我们给出函数在某一点处的单侧导数的定义．如果下面两极限
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ｌｉｍ
Δ狓→０

－

Δ狔

Δ狓
＝ｌｉｍ
Δ狓→０

－

犳（狓０＋Δ狓）－犳（狓０）

Δ狓
，

ｌｉｍ
Δ狓→０

＋

Δ狔

Δ狓
＝ｌｉｍ
Δ狓→０

＋

犳（狓０＋Δ狓）－犳（狓０）

Δ狓

存在，则称它们分别为函数犳（狓）在点狓０ 处的左导数和右导数，且分别记作犳′－（狓０）和

犳′＋（狓０），也可分别记作犳′（狓０－０）和犳′（狓０＋０）．

根据左、右极限与极限的关系，我们有下面的定理．

定理２．１　函数狔＝犳（狓）在点狓０ 处可导的充分必要条件是犳（狓）在点狓０ 处的左导

数和右导数都存在且相等，即犳′－（狓０）＝犳′＋（狓０）．

例８　讨论函数狔＝狘狓狘＝

狓， 狓 ＞０，

０， 狓＝０，

－狓， 狓 ＜０

烅

烄

烆

在点狓＝０处的连续性和可导性．

解　因为Δ狔＝犳（０＋Δ狓）－犳（０）＝狘０＋Δ狓狘－狘０狘＝狘Δ狓狘，所以

ｌｉｍ
Δ狓→０

Δ狔＝ｌｉｍ
Δ狓→０
狘Δ狓狘＝０，

　图２ ５

因此狔＝狘狓狘在点狓＝０处连续，而

犳′＋（０）＝ｌｉｍ
Δ狓→０

＋

Δ狔

Δ狓
＝ｌｉｍ
Δ狓→０

＋

狘Δ狓狘

Δ狓
＝ｌｉｍ
Δ狓→０

＋

Δ狓

Δ狓
＝１，

犳′－（０）＝ｌｉｍ
Δ狓→０

－

Δ狔

Δ狓
＝ｌｉｍ
Δ狓→０

－

狘Δ狓狘

Δ狓
＝ｌｉｍ
Δ狓→０

－

－Δ狓

Δ狓
＝－１．

由于犳′＋（０）≠犳′－（０），所以函数狔＝｜狓｜在点狓＝０处

不可导．

从图２ ５上看，曲线狔＝狘狓狘在原点犗 处出现“尖

点”，没有确定的切线．

２．可导与连续

　图２ ６

例８表明，一个函数在一点处连续未必在该点

处可导．但可以证明，可导则必然连续，即有以下

定理．

定理２．２　如果函数狔＝犳（狓）在点狓０ 处可导，则

函数犳（狓）一定在点狓０ 处连续．

例９　考察函数犳（狓）＝
３

槡狓 在点狓＝０处的连续

性与可导性．

解　因为ｌｉｍ
狓→０
犳（狓）＝ｌｉｍ

狓→０

３

槡狓＝０＝犳（０），因此函数

犳（狓）在点狓＝０处连续．又因为
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分段函数的　

连续性与可导性　

ｌｉｍ
狓→０

犳（狓）－犳（０）

狓－０
＝ｌｉｍ
狓→０

３

槡狓

狓
＝ｌｉｍ
狓→０

１
３

狓槡
２
＝∞，

所以犳（狓）＝
３

槡狓 在点狓＝０处不可导．从图形上看，曲线狔＝
３

槡狓 在原点

犗 处具有垂直于狓轴的切线（图２ ６）．

六、变化率模型

对于一个未赋予具体含义的一般函数狔＝犳（狓）来说，
Δ狔

Δ狓
＝
犳（狓０＋Δ狓）－犳（狓０）

Δ狓

表示自变量狓在以狓０ 与狓０＋Δ狓为端点的区间中每改变一个单位时，函数狔的平均变化

量，称为函数狔＝犳（狓）在该区间中的平均变化率；把平均变化率当 Δ狓→０时的极限

犳′（狓０）称为函数狔＝犳（狓）在点狓０ 处的变化率，它反映了函数狔随着自变量在点狓０ 处的

变化而变化的快慢程度．当然，当给函数赋予不同的实际背景时，这种变化率的模型也就

具有不同的含义．为了使读者加深对变化率概念的理解，同时展现它在科学技术中的广泛

应用，我们在此列举几个变化率的应用案例．

例１０　电流模型．

设在［０，狋］这段时间内，通过导线横截面的电量为犙＝犙（狋），则从狋０到狋０＋Δ狋内通过

导线横截面的电量为Δ犙＝犙（狋０＋Δ狋）－犙（狋０），通过导线横截面的平均电流为

Δ犙

Δ狋
＝
犙（狋０＋Δ狋）－犙（狋０）

Δ狋
，

从而狋０ 时刻的瞬时电流为

犻（狋０）＝ｌｉｍ
Δ狋→０

Δ犙

Δ狋
＝ｌｉｍ
Δ狋→０

犙（狋０＋Δ狋）－犙（狋０）

Δ狋
＝犙′（狋０）．

例１１　细杆的线密度模型．

将一根质量非均匀分布的细杆放置在狓轴上，在［０，狓］上的质量犿 是关于狓的函数

犿（狓），则细杆上从狓０ 到狓０＋Δ狓 这一段上的质量为Δ犿＝犿（狓０＋Δ狓）－犿（狓０），因此

这一段上的平均线密度为

Δ犿

Δ狓
＝
犿（狓０＋Δ狓）－犿（狓０）

Δ狓
，

从而细杆上点狓０ 处的线密度为

ρ（狓０）＝ｌｉｍ
Δ狓→０

Δ犿

Δ狓
＝ｌｉｍ
Δ狓→０

犿（狓０＋Δ狓）－犿（狓０）

Δ狓
＝犿′（狓０）．
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例１２　边际变量模型．

在经济管理中，边际是一个重要的概念，它是经济变量狔＝犳（狓）关于自变量狓在“边

际上”的变化．用
Δ狔

Δ狓
表示平均每单位狓 改变引起狔 的关于狓 的相对变化，而极限ｌｉｍ

Δ狓→０

Δ狔

Δ狓
＝ｌｉｍ
狓→狓０

犳（狓）－犳（狓０）

狓－狓０
则准确地反映了经济变量狔关于狓在“边际上”的变化率，它

被称为边际经济变量．可见边际经济变量就是经济变量狔＝犳（狓）的导数犳′（狓）．

若用犆＝犆（狓）表示总成本函数，则其边际成本函数就是犆′＝犆′（狓）；若用犚＝犚（狓）

表示总收益函数，则其边际收益函数就是犚′＝犚′（狓）；若用犔＝犔（狓）表示总利润函数，则

其边际利润函数就是犔′＝犔′（狓）．

关于变化率模型的例子很多，如比热容、角速度、出生率等，我们不再一一列举，只是

强调一点，即在建立导数形式的变化率模型时，所确立的函数最好是连续函数，否则建立

的模型往往不能真实地反映客观事实．

习题２．１

习题２．１

参考答案

犃

１．利用导数定义求下列函数的导数．

　　　　　　　　　　　　　　　　　（１）狔＝ｃｏｓ狓；　 （２）狔＝犮（犮为常数）．

２．求下列函数的导数．

（１）狔＝狓
５；　　 （２）狔＝

１

槡狓
；

（３）狔＝
１

狓
２
； （４）狔＝狓

３ ５

槡狓；

（５）狔＝１０
狓； （６）狔＝ｌｏｇ５狓．

３．一物体的运动方程为狊＝狋
３，求物体在狋＝２ｓ时的速度．

４．求曲线狔＝ｌｎ狓 在点（１，０）处的切线方程．

犅

１．设函数犳（狓）＝
狓
２， 狓 ≤１，

犪狓＋犫， 狓 ＞１，
｛ 为了使函数犳（狓）在点狓＝１处

连续且可导，犪，犫应取什么值？

２．讨论狔＝狘ｓｉｎ狓狘在点狓＝０处的连续性与可导性．
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第二节　函数的和、差、积、商的求导法则

前面根据导数的定义，求出了部分基本初等函数的导数，但对于一般的函数，利用导

数的定义求其导数往往很困难，甚至不能求解．因此，本节和下节将介绍一些函数的求导

法则，并介绍导数的基本公式，以此来解决初等函数的导数计算问题．

定理２．３　设函数狌＝狌（狓）与狏＝狏（狓）在点狓处可导，则它们的和、差、积、商（分母

为零的点除外）都在点狓处可导，且有如下求导法则：

（１）（狌±狏）′＝狌′±狏′；

（２）（狌狏）′＝狌′狏＋狌狏′；

（３）
狌

狏（ ）′＝狌′狏－狌狏′
狏
２

（狏≠０）．

下面只给出定理２．３的法则（２）的证明，定理２．３的法则（１）与（３）的证明从略．

证明　令狔＝狌（狓）狏（狓），给狓 以增量Δ狓，相应地狌（狓），狏（狓），狔（狓）各有增量

Δ狌＝狌（狓＋Δ狓）－狌（狓）或狌（狓＋Δ狓）＝狌（狓）＋Δ狌，

Δ狏＝狏（狓＋Δ狓）－狏（狓）或狏（狓＋Δ狓）＝狏（狓）＋Δ狏，

Δ狔＝狌（狓＋Δ狓）狏（狓＋Δ狓）－狌（狓）狏（狓）＝（狌＋Δ狌）（狏＋Δ狏）－狌狏

＝狏Δ狌＋狌Δ狏＋Δ狌Δ狏，

所以
Δ狔

Δ狓
＝
Δ狌

Δ狓
狏＋狌

Δ狏

Δ狓
＋Δ狌·

Δ狏

Δ狓
．

令Δ狓 →０，对上式两端取极限得

ｌｉｍ
Δ狓→０

Δ狔

Δ狓
＝ｌｉｍ
Δ狓→０

Δ狌

Δ狓
狏＋狌

Δ狏

Δ狓
＋Δ狌·

Δ狏

Δ狓（ ），
因为函数狌＝狌（狓）与狏＝狏（狓）在点狓处可导，则函数狌＝狌（狓）在点狓处连续，故有

ｌｉｍ
Δ狓→０

Δ狌

Δ狓
＝狌′，ｌｉｍ

Δ狓→０

Δ狏

Δ狓
＝狏′，ｌｉｍ

Δ狓→０
Δ狌＝０．

于是

ｌｉｍ
Δ狓→０

Δ狔

Δ狓
＝ ｌｉｍ

Δ狓→０

Δ狌

Δ狓（ ）狏＋狌 ｌｉｍΔ狓→０
Δ狏

Δ狓（ ）＋ｌｉｍΔ狓→０Δ狌·ｌｉｍΔ狓→０
Δ狏

Δ狓
＝狌′狏＋狌狏′，
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即 （狌狏）′＝狌′狏＋狌狏′．

特别地，当狏（狓）＝犆（犆为常数）时，由定理２．３的法则（２）可得如下推论．

推论１　若狏（狓）＝犆（犆为常数），则［犆狌（狓）］′＝犆狌′（狓）．

即求导数时，常数因子可以提到求导记号的外面．

特别地，当狌（狓）＝１，由定理２．３的法则（３）可得如下推论．

推论２　若狌（狓）＝１，则
１

狏（狓）（ ）′＝－狏′（狓）
狏
２（狓）

．

另外，定理２．３法则（１）与（２）可推广到有限多个可导函数的情形，例如

（狌＋狏－狑）′＝狌′＋狏′－狑′，

（狌狏狑）′＝狌′狏狑＋狌狏′狑＋狌狏狑′．

例１　已知犳（狓）＝ｌｏｇ５槡狓 ＋３ｃｏｓ狓－ｅ
狓
＋ｓｉｎ

π

３
，求犳′（狓）．

解

犳′（狓）＝（ｌｏｇ５槡狓）′＋（３ｃｏｓ狓）′－（ｅ
狓）′＋ ｓｉｎ

π

３（ ）′

＝
１

２
ｌｏｇ５狓（ ）′＋３·（ｃｏｓ狓）′－ｅ狓 ＋０

＝
１

２狓ｌｎ５
－３ｓｉｎ狓－ｅ

狓
．

例２　求狔＝狓
２
ｓｉｎ狓 的导数．

解

狔′＝（狓
２）′ｓｉｎ狓＋狓

２（ｓｉｎ狓）′

＝２狓ｓｉｎ狓＋狓
２
ｃｏｓ狓．

例３　求狔＝ｔａｎ狓 的导数．

解

狔′＝（ｔａｎ狓）′＝
ｓｉｎ狓

ｃｏｓ狓（ ）′＝ （ｓｉｎ狓）′ｃｏｓ狓－ｓｉｎ狓（ｃｏｓ狓）′
ｃｏｓ

２
狓

＝
ｃｏｓ

２
狓＋ｓｉｎ

２
狓

ｃｏｓ
２
狓

＝
１

ｃｏｓ
２
狓
＝ｓｅｃ

２
狓，

即 （ｔａｎ狓）′＝ｓｅｃ
２
狓．

用类似的方法可得

（ｃｏｔ狓）′＝－ｃｓｃ
２
狓．
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例４　求狔＝ｓｅｃ狓 的导数．

解　

狔′＝（ｓｅｃ狓）′＝
１

ｃｏｓ狓（ ）′＝－ （ｃｏｓ狓）′
ｃｏｓ

２
狓

＝
ｓｉｎ狓

ｃｏｓ
２
狓
＝ｓｅｃ狓ｔａｎ狓，

即 （ｓｅｃ狓）′＝ｓｅｃ狓ｔａｎ狓．

用类似的方法得

（ｃｓｃ狓）′＝－ｃｓｃ狓ｃｏｔ狓．

例５　设犳（狓）＝
狓ｓｉｎ狓

１＋ｃｏｓ狓
，求犳′（狓）．

解

犳′（狓）＝
（狓ｓｉｎ狓）′（１＋ｃｏｓ狓）－狓ｓｉｎ狓（１＋ｃｏｓ狓）′

（１＋ｃｏｓ狓）
２

＝
（ｓｉｎ狓＋狓ｃｏｓ狓）（１＋ｃｏｓ狓）－狓ｓｉｎ狓（－ｓｉｎ狓）

（１＋ｃｏｓ狓）
２

＝
ｓｉｎ狓（１＋ｃｏｓ狓）＋狓（１＋ｃｏｓ狓）

（１＋ｃｏｓ狓）
２

＝
ｓｉｎ狓＋狓

１＋ｃｏｓ狓
．

例６　在一个并联电路中，含有一个阻值为３Ω的恒定电阻和一个阻值为狉的可变电

阻，求总电阻犚 对狉的变化率．

解　在该串联电路中，总电阻犚 与狉的关系为
１

犚
＝
１

３
＋
１

狉
，由此可得

犚＝
３狉

３＋狉
，

故犚 对狉的变化率为

ｄ犚

ｄ狉
＝

３狉

３＋狉（ ）′＝３（３＋狉）－３狉（３＋狉）
２

＝
９

（３＋狉）
２
．

习题２．２

犃

１．证明．

（１）（ｃｏｔ狓）′＝－ｃｓｃ
２
狓；　　　　　　　（２）（ｃｓｃ狓）′＝－ｃｓｃ狓ｃｏｔ狓．

２．求下列函数的导数．

（１）狔＝
４

狓
５
＋
７

狓
４
－
２

狓
＋１２；　　　　　（２）狔＝５狓

３
－２

狓
＋３ｅ

狓；
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习题２．２参考答案

　 （３）狔＝２ｔａｎ狓＋ｓｅｃ狓－１；　　　　　　　　（４）狔＝ｓｉｎ狓ｃｏｓ狓．

３．求下列函数在给定点处的导数．

（１）狔＝ｓｉｎ狓－ｃｏｓ狓，求狔′
狓＝

π

６

和狔′
狓＝

π

４

；

（２）ρ＝θｓｉｎθ＋
１

２
ｃｏｓθ，求

ｄρ

ｄθ θ＝
π

４

；

（３）犳（狓）＝
３

５－狓
＋
狓
２

５
，求犳′（０）和犳′（２）．

４．求曲线狔＝２ｓｉｎ狓＋狓
２ 上横坐标为狓＝０的点处的切线方程和法线方程．

犅

１．设犳（狓）＝（１＋狓）（１＋２狓）·…·（１＋１０狓），求犳′（０）．

２．求狔＝狘（狓－１）
２（狓＋１）

３
狘的导数．

第三节　复合函数的求导法则和反函数的导数

一、复合函数的求导法则

前面我们利用导数的四则运算法则和基本初等函数的导数公式求出了一些比较复杂

的初等函数的导数．但是产生初等函数的方法除了四则运算外，还有函数的复合运算．因

此必须学习掌握复合函数的求导法则．不妨先讨论如下具体的问题．

引例　设狔＝ｓｉｎ２狓，求狔′．

解法一　由于狔＝ｓｉｎ２狓＝２ｓｉｎ狓ｃｏｓ狓，所以

狔′＝（ｓｉｎ２狓）′＝２（ｓｉｎ狓）′·ｃｏｓ狓＋２（ｃｏｓ狓）′·ｓｉｎ狓＝２（ｃｏｓ
２
狓－ｓｉｎ

２
狓）＝２ｃｏｓ２狓．

解法二　狔＝ｓｉｎ２狓 可看成是由狔＝ｓｉｎ狌与狌＝２狓 复合而成，从而

狔′＝狔′（狌）·狌′（狓）＝（ｓｉｎ狌）′·（２狓）′＝ｃｏｓ狌·２＝２ｃｏｓ２狓．

可见对于这个具体的函数狔＝ｓｉｎ２狓，这两种解法的结果是一样的．事实上解法二正是运

用复合函数的求导法则来计算．一般地，关于复合函数的求导，有下面的链式法则．

定理２．４（链式法则）　如果函数狌＝φ（狓）在点狓处可导，而函数狔＝犳（狌）在对应点
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狌处可导，那么复合函数狔＝犳［φ（狓）］在点狓处可导，且有

ｄ狔

ｄ狓
＝
ｄ狔

ｄ狌
·
ｄ狌

ｄ狓
　　 或 　　｛犳［φ（狓）］｝′＝犳′（狌）·φ′（狓）．

证明　设当自变量狓有改变量Δ狓时，对应函数狌＝φ（狓）与狔＝犳（狌）的改变量分别

为Δ狌和Δ狔．由于狔＝犳（狌）可导，即ｌｉｍ
Δ狌→０

Δ狔

Δ狌
＝
ｄ狔

ｄ狌
存在，故由无穷小与函数极限的关系

有

Δ狔

Δ狌
＝
ｄ狔

ｄ狌
＋α（Δ狌），

其中α（Δ狌）是当Δ狌→０时的无穷小．以Δ狌乘以上式两边，得

Δ狔＝
ｄ狔

ｄ狌
·Δ狌＋α（Δ狌）·Δ狌，

于是
Δ狔

Δ狓
＝
ｄ狔

ｄ狌
·
Δ狌

Δ狓
＋α（Δ狌）·

Δ狌

Δ狓
．

因为狌＝φ（狓）在点狓处可导，所以狌＝φ（狓）在点狓处也是连续的，故有

ｌｉｍ
Δ狓→０

Δ狌

Δ狓
＝
ｄ狌

ｄ狓
，ｌｉｍ
Δ狓→０

Δ狌＝０，

从而ｌｉｍ
Δ狓→０
α（Δ狌）＝ｌｉｍ

Δ狌→０
α（Δ狌）＝０，所以

ｌｉｍ
Δ狓→０

Δ狔

Δ狓
＝ｌｉｍ
Δ狓→０

ｄ狔

ｄ狌
·
Δ狌

Δ狓
＋α（Δ狌）·

Δ狌

Δ狓［ ］
＝
ｄ狔

ｄ狌
·ｌｉｍ
Δ狓→０

Δ狌

Δ狓
＋ｌｉｍ
Δ狓→０
α（Δ狌）·ｌｉｍ

Δ狓→０

Δ狌

Δ狓
＝
ｄ狔

ｄ狌
·
ｄ狌

ｄ狓
，

即　　　　　　　
ｄ狔

ｄ狓
＝
ｄ狔

ｄ狌
·
ｄ狌

ｄ狓
　　 或 　　｛犳［φ（狓）］｝′＝犳′（狌）·φ′（狓）．

上述法则说明，求复合函数狔＝犳［φ（狓）］对狓的导数时，可先求出狔＝犳（狌）对狌的

导数和狌＝φ（狓）对狓的导数，然后相乘即可．使用复合函数的求导法则时，关键在于弄清

函数的复合关系，准确地将一个复合函数分解为几个简单函数的复合，由外向内，逐层求

导后相乘，因此把这个法则形象地称为链式法则．另外，复合函数的求导法则也可用于多

次复合的情形，即可以推广到狔含有多个中间变量的情形．

例如，设狔＝犳（狌），狌＝φ（狏），狏＝ψ（狓）都可导，则有
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ｄ狔

ｄ狓
＝
ｄ狔

ｄ狌
·
ｄ狌

ｄ狏
·
ｄ狏

ｄ狓
　　 或 　　狔′＝犳′（狌）·φ′（狏）·ψ′（狓）．

例１　求狔＝ｓｉｎ槡狓 的导数．

解　函数狔＝ｓｉｎ槡狓 可看作由狔＝ｓｉｎ狌与狌＝槡狓 复合而成，由链式法则得

狔′＝（ｓｉｎ狌）′（槡狓）′＝ｃｏｓ狌·
１

２槡狓
＝
ｃｏｓ槡狓

２槡狓
．

例２　求函数狔＝ｌｎｔａｎ
狓

２
的导数．

解　此函数可看作由狔＝ｌｎ狌，狌＝ｔａｎ狏，狏＝
狓

２
复合而成，因此

ｄ狔

ｄ狓
＝
ｄ狔

ｄ狌
·
ｄ狌

ｄ狏
·
ｄ狏

ｄ狓
＝（ｌｎ狌）′·（ｔａｎ狏）′·

狓

２（ ）′＝１狌·ｓｅｃ
２
狏·

１

２

＝
１

ｔａｎ
狓

２

·ｓｅｃ
２ 狓

２
·
１

２
＝

１

ｓｉｎ狓
＝ｃｓｃ狓．

对复合函数的分解与复合函数的求导法则比较熟练后，就可以不写出中间变量，只要

认清函数的复合层次并默记在心，然后由外向内，逐层求导就可以了，关键是必须清楚每

一步对哪个变量求导．

例３　设狔＝２
ｓｉｎ
２１

狓 ，求狔′．

解

狔′＝（２
ｓｉｎ
２１

狓 ）′＝２
ｓｉｎ
２１

狓
ｌｎ２· ｓｉｎ

２ １

狓（ ）′＝２ｓｉｎ
２１

狓
ｌｎ２·２ｓｉｎ

１

狓
· ｓｉｎ

１

狓（ ）′

＝２
ｓｉｎ
２１

狓
ｌｎ２·２ｓｉｎ

１

狓
ｃｏｓ

１

狓
·
１

狓（ ）′＝２ｓｉｎ
２１

狓
ｌｎ２·ｓｉｎ

２

狓
· －

１

狓
２（ ）

＝－
ｌｎ２

狓
２
２
ｓｉｎ
２１

狓 ·ｓｉｎ
２

狓
．

例４　证明幂函数的导数公式 （狓μ）′＝μ狓
μ－１（μ ∈犚，狓 ＞０）．

证明

（狓μ）′＝（ｅμ
ｌｎ狓）′＝ｅμ

ｌｎ狓·（μｌｎ狓）′＝狓
μ·μ

狓
＝μ狓

μ－１．

例５　对电容器充电时，电容器电压的变化规律为狌犆＝犈 １－ｅ
－
狋

犚犆（ ）（狋＞０），求电

容器电压的变化速度．
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解　求电容器电压的变化速度就是求电压对时间狋的导数，所以

ｄ狌犆

ｄ狋
＝ 犈 １－ｅ

－
狋

犚犆（ ）［ ］′＝犈 ０－ｅ
－
狋

犚犆 · －
狋

犚犆（ ）′［ ］＝ 犈

犚犆
ｅ
－
狋

犚犆 ，

即电容器电压的变化速度为
犈

犚犆
ｅ
－
狋

犚犆
．

例６　如果将空气以１００ｃｍ
３／ｓ的速率注入球状的气球，假定气体的压力不变，那

么，当半径为１０ｃｍ时，气球半径增加的速率是多少？

解　设在狋时刻气球的体积与半径分别为犞 和狉，显然

犞＝
４

３
π狉

３，狉＝狉（狋），

所以犞 通过中间变量狉与时间狋发生联系，是一个复合函数

犞＝
４

３
π［狉（狋）］

３
．

由题意知，
ｄ犞

ｄ狋
＝１００ｃｍ

３／ｓ，要求
ｄ狉

ｄ狋 狉＝１０ｃｍ

的值．根据复合函数求导法则，得

ｄ犞

ｄ狋
＝
４

３
π×３［狉（狋）］

２·
ｄ狉

ｄ狋
＝４π［狉（狋）］

２·
ｄ狉

ｄ狋
，

将已知数据代入上式，得

１００＝４π×１０
２
×
ｄ狉

ｄ狋
，

所以
ｄ狉

ｄ狋
＝
１

４π
ｃｍ／ｓ，即在狉＝１０ｃｍ这一瞬间，半径以

１

４π
ｃｍ／ｓ的速率增加．

二、反函数的导数

定理２．５　如果函数狓＝φ（狔）在点狔处单调可导，且φ′（狔）≠０，那么它的反函数狔＝

犳（狓）在对应点狓处可导，且有

犳′（狓）＝
１

φ′（狔）
　　 或 　　

ｄ狔

ｄ狓
＝
１

ｄ狓

ｄ狔

．

证明　由于狓＝φ（狔）单调连续，所以它的反函数狔＝犳（狓）也单调连续，给狓以增量
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Δ狓 ≠０，由狔＝犳（狓）的单调性可知Δ狔＝犳（狓＋Δ狓）－犳（狓）≠０，因而有

Δ狔

Δ狓
＝
１

Δ狓

Δ狔

，

根据狔＝犳（狓）的连续性知，当Δ狓→０时，必有Δ狔→０．而狓＝φ（狔）可导，且φ′（狔）≠０，

于是上式两端取极限得

ｌｉｍ
Δ狓→０

Δ狔

Δ狓
＝ｌｉｍ
Δ狓→０

１

Δ狓

Δ狔

＝
１

ｌｉｍ
Δ狓→０

Δ狓

Δ狔

＝
１

φ′（狔）
．

定理２．５表明，反函数的导数等于直接函数导数的倒数．下面借助于反函数的求导法

则来导出几个反三角函数的导数公式．

例７　求狔＝ａｒｃｓｉｎ狓 的导数．

解　因为狔＝ａｒｃｓｉｎ狓 是狓＝ｓｉｎ狔的反函数，狓＝ｓｉｎ狔在区间 －
π

２
，
π

２（ ）内单调、
可导，且

ｄ狓

ｄ狔
＝ｃｏｓ狔≠０，所以

狔′＝
１

ｄ狓

ｄ狔

＝
１

ｃｏｓ狔
＝

１

１－ｓｉｎ
２

槡 狔
＝

１

１－狓槡
２

，

即 （ａｒｃｓｉｎ狓）′＝
１

１－狓槡
２
．

同理可得　　 （ａｒｃｃｏｓ狓）′＝－
１

１－狓槡
２
．

例８　求指数函数狔＝犪
狓（犪＞０，犪≠１）的导数．

解　因为狔＝犪
狓（犪＞０，犪≠１）的反函数为狓＝ｌｏｇ犪狔，所以

（犪
狓）′＝

１

（ｌｏｇ犪狔）′
＝

１

１

狔ｌｎ犪

＝狔ｌｎ犪＝犪
狓
ｌｎ犪，

特别地，当犪＝ｅ时，有 （ｅ
狓）′＝ｅ

狓
．

三、基本初等函数的求导公式

前面已经求出了所有基本初等函数的导数，建立了函数的和、差、积、商的求导法则，
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以及复合函数的求导法则，这样我们就基本解决了初等函数的求导问题．为了便于查阅，

我们将所有基本初等函数的求导公式归纳如下：

（１）（犆）′＝０（犆为常数）；　　　　　　　　（２）（狓μ）′＝μ狓
μ－１（μ ∈犚）；

（３）（ｌｏｇ犪狓）′＝
１

狓ｌｎ犪
（犪＞０，犪≠１）； （４）（ｌｎ狓）′＝

１

狓
；

（５）（犪
狓）′＝犪

狓
ｌｎ犪（犪＞０，犪≠１）； （６）（ｅ

狓）′＝ｅ
狓；

（７）（ｓｉｎ狓）′＝ｃｏｓ狓； （８）（ｃｏｓ狓）′＝－ｓｉｎ狓；

（９）（ｔａｎ狓）′＝
１

ｃｏｓ
２
狓
＝ｓｅｃ

２
狓； （１０）（ｃｏｔ狓）′＝－

１

ｓｉｎ
２
狓
＝－ｃｓｃ

２
狓；

（１１）（ｓｅｃ狓）′＝ｓｅｃ狓ｔａｎ狓； （１２）（ｃｓｃ狓）′＝－ｃｓｃ狓ｃｏｔ狓；

（１３）（ａｒｃｓｉｎ狓）′＝
１

１－狓槡
２

； （１４）（ａｒｃｃｏｓ狓）′＝－
１

１－狓槡
２

；

（１５）（ａｒｃｔａｎ狓）′＝
１

１＋狓
２
； （１６）（ａｒｃｃｏｔ狓）′＝－

１

１＋狓
２
．

　

习题２．３

犃

１．求下列函数的导数．

（１）狔＝１＋ｌｎ
２
狓；　　　　　　　　　　　（２）狔＝ １＋狓槡

２；

（３）狔＝（２狓－５）
６； （４）狔＝ 狓＋槡槡 狓 ；

（５）狔＝ｌｎｔａｎ
狓

２
．

２．求下列函数在指定点处的导数值．

（１）狔＝ｅ
２狓
＋狓

２，狓＝０； （２）狔＝ｌｎ（狓＋ １＋狓槡
２），狓＝１．

犅

１．求下列函数的导数．

（１）狔＝ｅ
ａｒｃｔａｎ槡狓；　　　　　　　　　（２）狔＝狓ａｒｃｓｉｎ

狓

２
＋ ４－狓槡

２；

（３）狔＝ｌｎ［ｌｎ（ｌｎ狓）］； （４）狔＝ａｒｃｓｉｎ
１－狓

１＋狓槡 ．



第二章
导数与微分

５５　　　

习题２．３

参考答案

２．设函数犳（狓）和犵（狓）可导，且犳
２（狓）＋犵

２（狓）≠０，试求函数狔＝

犳
２（狓）＋犵

２（狓槡 ）的导数．

３．设犳（狓）可导，求下列函数的导数
ｄ狔

ｄ狓
．

（１）狔＝犳（狓
２）；　　　　　　　　　（２）狔＝犳（ｓｉｎ

２
狓）＋犳（ｃｏｓ

２
狓）．

第四节　高阶导数

我们知道，变速直线运动的速度狏（狋）是位置函数狊（狋）对时间狋的导数，即狏＝
ｄ狊

ｄ狋
，而

加速度犪等于速度函数狏对时间狋的导数，即犪＝
ｄ狏

ｄ狋
，所以

犪＝
ｄ狏

ｄ狋
＝
ｄ

ｄ狋

ｄ狊

ｄ狋（ ）　　 或 　　犪＝狏′＝［狊′（狋）］′．

这种导数的导数
ｄ

ｄ狋

ｄ狊

ｄ狋（ ）或［狊′（狋）］′叫做狊对狋的二阶导数，记作ｄ
２
狊

ｄ狋
２
或狊″（狋），所以

物体运动的加速度就是位置函数狊对时间狋的二阶导数，即犪＝狊″（狋）．

一般地，如果函数狔＝犳（狓）的导数犳′（狓）仍是狓的可导函数，就称犳′（狓）的导数为

犳（狓）的二阶导数，记作狔″，犳″（狓），
ｄ
２
狔

ｄ狓
２
或
ｄ
２
犳

ｄ狓
２
，即

狔″＝（狔′）′　　 或 　　
ｄ
２
狔

ｄ狓
２
＝
ｄ

ｄ狓

ｄ狔

ｄ狓（ ）．
类似地，二阶导数的导数叫做三阶导数，三阶导数的导数叫做四阶导数，……，一般

地，函数犳（狓）的狀－１阶导数的导数叫做函数犳（狓）的狀阶导数，分别记作

狔，狔
（４），…，狔

（狀）；　　犳（狓），犳
（４）（狓），…，犳

（狀）（狓）；

ｄ
３
狔

ｄ狓
３
，
ｄ
４
狔

ｄ狓
４
，…，

ｄ
狀
狔

ｄ狓
狀
　　 或 　　

ｄ
３
犳

ｄ狓
３
，
ｄ
４
犳

ｄ狓
４
，…，

ｄ
狀
犳

ｄ狓
狀
，
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且有 狔
（狀）
＝［狔

（狀－１）］′　　 或 　　
ｄ
狀
狔

ｄ狓
狀
＝
ｄ

ｄ狓

ｄ
狀－１
狔

ｄ狓
狀－１（ ）．

二阶及二阶以上的导数统称为高阶导数．相应地，把狔＝犳（狓）的导数犳′（狓）叫做函数

犳（狓）的一阶导数．显然，求高阶导数并不需要引入新的公式和法则，只需用一阶导数的公式

和法则逐阶求导，直到所要求的阶数，所以仍可沿用前面学过的求导方法来计算高阶导数．

例１　求函数狔＝ｅ
－狓
ｃｏｓ狓 的二阶导数．

解

狔′＝－ｅ
－狓
ｃｏｓ狓＋ｅ

－狓（－ｓｉｎ狓）＝－ｅ
－狓（ｃｏｓ狓＋ｓｉｎ狓），

狔″＝ｅ
－狓（ｃｏｓ狓＋ｓｉｎ狓）－ｅ

－狓（－ｓｉｎ狓＋ｃｏｓ狓）＝２ｅ
－狓
ｓｉｎ狓．

例２　求狀次多项式狔＝犪０狓
狀
＋犪１狓

狀－１
＋…＋犪狀 的各阶导数．

解

狔′＝狀犪０狓
狀－１
＋（狀－１）犪１狓

狀－２
＋…＋犪狀－１，

狔″＝狀（狀－１）犪０狓
狀－２
＋（狀－１）（狀－２）犪１狓

狀－３
＋…＋２犪狀－２，

可见每经过一次求导运算，多项式的次数就降低一次，继续求导得

狔
（狀）
＝狀！犪０．

这是一个常数，因而狔
（狀＋１）

＝狔
（狀＋２）

＝ …＝０，即狀次多项式的一切高于狀阶的导数都

是零．

例３　求指数函数狔＝犪
狓 的狀阶导数．

解　狔′＝犪
狓
ｌｎ犪，狔″＝犪

狓
ｌｎ

２
犪，狔＝犪

狓
ｌｎ

３
犪，依此类推，得狔

（狀）
＝犪

狓
ｌｎ
狀
犪，即

（犪
狓）（狀）＝犪

狓
ｌｎ
狀
犪． （２ ４）

特别地， （ｅ
狓）（狀）＝ｅ

狓
．

例４　设狔＝ｓｉｎ狓，求狔
（狀）
．

解　狔′＝ｃｏｓ狓＝ｓｉｎ狓＋
π

２（ ），

狔″＝ｃｏｓ狓＋
π

２（ ）＝ｓｉｎ狓＋π２ ＋
π

２（ ）＝ｓｉｎ狓＋２·π２（ ），

狔＝ｃｏｓ狓＋２·
π

２（ ）＝ｓｉｎ狓＋３·π２（ ），

一般地，可以得到狔
（狀）
＝ｓｉｎ狓＋狀·

π

２（ ），即

（ｓｉｎ狓）
（狀）
＝ｓｉｎ狓＋狀·

π

２（ ），狀∈犣． （２ ５）
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同理可得， （ｃｏｓ狓）
（狀）
＝ｃｏｓ狓＋狀·

π

２（ ），狀∈犣． （２ ６）

式（２ ４）、式（２ ５）、式（２ ６）可视作相应函数的狀阶导数公式，利用这些公式可以

直接求出该函数的任意阶导数，而不必连续多次求导．例如由式（２ ５），可得

（ｓｉｎ狓）
（２０１８）

＝ｓｉｎ狓＋２０１８·
π

２（ ）＝－ｓｉｎ狓．

习题２．４

习题２．４

参考答案

犃

求函数的二阶导数．

（１）狔＝２狓
２
＋ｌｎ狓；　　　　　　　　　（２）狔＝ｅ

２狓－１；

（３）狔＝狓ｃｏｓ狓； （４）狔＝ｅ
－狋
ｓｉｎ狋；

（５）狔＝ 犪
２
－狓槡

２； （６）狔＝ｌｎ（１－狓
２）；

（７）狔＝ｔａｎ狓； （８）狔＝
１

狓
３
＋１

．

犅

１．求函数的二阶导数．

（１）狔＝（１＋狓
２）ａｒｃｔａｎ狓；　　　　 （２）狔＝

ｅ
狓

狓
；

（３）狔＝狓ｅ
狓
２

； （４）狔＝ｌｎ（狓＋ １＋狓槡
２）．

２．求下列函数的狀阶导数的一般表达式．

（１）狔＝狓
狀
＋犪１狓

狀－１
＋犪２狓

狀－２
＋…＋犪狀－１狓＋犪狀（犪１，犪２，…，犪狀 都是常数）；

（２）狔＝ｓｉｎ
２
狓；　（３）狔＝狓ｌｎ狓；　（４）狔＝狓ｅ

狓
．

３．已知物体的运动规律为狊＝犃ｓｉｎω狋（犃，ω 是常数），求物体运动的加速度，并

验证：

ｄ
２
狊

ｄ狋
２
＋ω

２
狊＝０．

４．验证函数狔＝犆１ｅ
λ狓
＋犆２ｅ

－λ狓（λ，犆１，犆２ 是常数）满足关系式狔″－

λ
２
狔＝０．
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第五节　隐函数的导数与参数方程所确定的函数的导数

一、隐函数求导法则

前面我们所遇到的函数都是狔＝犳（狓）的形式，即因变量狔可由含有自变量狓的数学

式子直接表示出来，这样的函数叫做显函数．但在实际问题中，常常会遇到利用方程表示

函数关系的情形，如狓
２
＋狔

２
＝犚

２，ｅ
狓＋狔
－狓狔＝０等．像这样由方程犉（狓，狔）＝０所确定

的函数叫做隐函数．

把一个隐函数化成显函数，叫做隐函数的显化．例如，由方程狓
２
＋狔

３
－１＝０可以解出

狔＝
３

１－狓槡
２，但有的隐函数不易显化，甚至不可能显化．例如，由方程ｅ

狓＋狔
－狓狔＝０所确

定的隐函数就不能用显函数表示出来．因此对于隐函数求导不能完全寄希望于把它显化，

而是要想办法从犉（狓，狔）＝０直接把导数求出来．

我们知道，把方程犉（狓，狔）＝０所确定的隐函数狔＝犳（狓）代入原方程，结果是恒等

式，即

犉［狓，犳（狓）］＝０．

把这个恒等式的两端对狓求导，所得的结果也必然相等，但应注意狔是狓的函数，要用复

合函数的求导法则去求导，这样便可得到一个含有狔′的方程，解出狔′就得到所求隐函数

的导数．下面举例说明隐函数求导法则．

例１　求由方程狓狔－ｅ
狓
＋ｅ

狔
＝０所确定的隐函数的导数狔′．

解　将方程两端同时对狓求导，记住狔是关于狓的函数，由复合函数的求导法则得

狔＋狓狔′－ｅ
狓
＋ｅ

狔
狔′＝０，

由上式解出狔′，便得隐函数的导数为

狔′＝
ｅ
狓
－狔

狓＋ｅ
狔
（狓＋ｅ

狔
≠０）．

注：在狔′的表达式中一般同时含有狓和狔，其中的狔是由所给方程所确定的隐函数．

例２　求椭圆
狓
２

４
＋
狔
２

１６
＝１在点（槡２，２槡２）处的切线方程．

解　方程两边对狓求导，得
狓

２
＋
狔

８
狔′＝０，所以
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狔′＝－
４狓

狔
（狔≠０），狔′狘（槡２，２槡２）＝－２．

因而所求切线方程为　　　　　　狔－２槡２＝－２（狓－槡２），

即 ２狓＋狔－４槡２＝０．

二、参数方程所确定的函数的求导法则

前面我们讨论了由狔＝犳（狓）或犉（狓，狔）＝０给出的函数关系的求导问题，但有时会

遇到狔与狓之间由参数方程

狓＝φ（狋），

狔＝ψ（狋），
｛ （狋为参数）

所确定的函数关系，称此函数为参数式函数．

对于参数式函数，通常并不需要由参数方程消去参数狋，化为狔与狓之间的直接函数

关系再求导．下面根据复合函数与反函数的求导法则来推导参数式函数的求导法则．

如果函数狓＝φ（狋），狔＝ψ（狋）都可导，且φ′（狋）≠０，又狓＝φ（狋）具有单调连续的反

函数狋＝φ
－１（狓），则该参数式函数可以看成是由狔＝ψ（狋）与狋＝φ

－１（狓）复合而成的复合

函数，根据复合函数与反函数的求导法则，有

ｄ狔

ｄ狓
＝
ｄ狔

ｄ狋
·
ｄ狋

ｄ狓
＝
ｄ狔

ｄ狋
·
１

ｄ狓

ｄ狋

＝ψ′（狋）·
１

φ′（狋）
＝
ψ′（狋）

φ′（狋）
．

例３　求摆线
狓＝犪（狋－ｓｉｎ狋），

狔＝犪（１－ｃｏｓ狋），
｛ （０≤狋≤２π）．

（１）在任意点处的切线斜率；

（２）在狋＝
π

２
处的切线方程与法线方程．

解　（１）由导数的几何意义及知，摆线在任意点处的切线斜率为

ｄ狔

ｄ狓
＝

犪ｓｉｎ狋

犪（１－ｃｏｓ狋）
＝ｃｏｔ

狋

２
；

（２）当狋＝
π

２
时，摆线上对应点的坐标为

犪π

２
－犪，犪（ ），在此点处的切线斜率为

ｄ狔

ｄ狓 狋＝
π

２

＝ｃｏｔ
狋

２ 狋＝
π

２

＝１，
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参数方程所　

确定的函数求导 　

从而切线方程为　　狔－犪＝狓－犪
π

２
－１（ ），

即 狔＝狓＋犪２－
π

２（ ）；

法线方程为　　　　狔－犪＝－狓＋犪
π

２
－１（ ），

　　　　 　即 　　　狔＝－狓＋
π犪

２
．

习题２．５

习题２．５

参考答案

犃

１．求由下列方程所确定的隐函数狔的导数
ｄ狔

ｄ狓
．

（１）狔
２
－２狓狔＋９＝０；　　　　　　　（２）狓

３
＋狔

３
－３犪狓狔＝０；

（３）狓狔＝ｅ
狓＋狔； （４）狔＝１－狓ｅ

狔
．

２．求由下列参数方程所确定的函数的导数
ｄ狔

ｄ狓
．

（１）
狓＝犪狋

２，

狔＝犫狋
２；｛ （２）

狓＝θ （１－ｓｉｎθ），

狔＝θｃｏｓθ．
｛

犅

１．求曲线狓
２

３
＋狔

２

３
＝犪

２

３ 在点 槡２

４
犪，
槡２

４
犪（ ）处的切线方程和法线方程．

２．设参数方程为犳（狓）＝
狓＝３狋

２
＋２狋＋３，

ｅ
狔
ｓｉｎ狋－狔＋１＝０，

｛ 求
ｄ
２
狔

ｄ狓
２
，
ｄ
２
狔

ｄ
２
狓 狋＝０

．

３．写出下列曲线在所给参数值相应的点处的切线方程和法线方程．

（１）
狓＝ｓｉｎ狋，

狔＝ｃｏｓ２狋，
｛ 在点狋＝

π

４
处；

（２）

狓＝
３犪狋

１＋狋
２
，

狔＝
３犪狋

２

１＋狋
２
，

烅

烄

烆

在点狋＝２处．
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第六节　微分的概念

导数表示函数相对于自变量的变化快慢程度，在实际问题中往往会遇到与其相关的

另一类问题：当自变量作微小变化时，计算函数的改变量Δ狔．由于Δ狔的表达式往往很复

杂，计算其精确值很困难，而在实际应用中，只要求在保证一定精确度的情况下计算Δ狔

的近似值，由此引出微分学中的另一个基本概念———微分．

一、微分的定义

实例（金属薄片面积的改变量）　如图２ ７所示，一块正方形金属薄片受温度变化影

响时，其边长由狓０ 变到狓０＋Δ狓，问此薄片的面积改变了多少？

　图２ ７

解　设此薄片的边长为狓，面积为犃，则犃＝狓
２
．薄片受温

度变化影响时，面积的改变量可以看成是当自变量狓 自狓０ 取得

增量Δ狓时，函数犃 相应的增量Δ犃，即

Δ犃＝（狓０＋Δ狓）
２
－狓

２

０＝２狓０Δ狓＋（Δ狓）
２
．

在上式中，Δ犃 由两部分组成：第一部分２狓０Δ狓是Δ狓的线性函

数，称为Δ犃 的线性主部（图２ ７中两个长方形阴影部分面积之

和）；第二部分（Δ狓）
２ 是比Δ狓 高阶的无穷小量（图２ ７中小正

方形阴影部分面积），即

Δ犃＝２狓０Δ狓＋狅（Δ狓）．

当｜Δ狓｜很小时，（Δ狓）
２ 可以忽略不计，面积增量Δ犃 可以近似地用２狓０Δ狓表示，即

Δ犃 ≈２狓０Δ狓．

在数学上把Δ犃 的线性主部２狓０Δ狓称为面积函数犃＝狓
２在点狓０ 处的微分．一般地，函数

狔＝犳（狓）的微分定义如下．

定义２．２　如果函数狔＝犳（狓）在点狓处的增量Δ狔＝犳（狓＋Δ狓）－犳（狓）可以表示为

Δ狔＝犃Δ狓＋狅（Δ狓），

其中犃 与Δ狓无关，狅（Δ狓）是比Δ狓高阶的无穷小量，则称函数狔＝犳（狓）在点狓处可微，
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并称其线性主部犃Δ狓为函数狔＝犳（狓）在点狓处的微分，记作ｄ狔或ｄ犳（狓），即

ｄ狔＝犃Δ狓．

上述关于可微及微分的定义非常抽象，用定义２．２判断一个具体函数的可微性很不

方便，特别是定义式中的常数犃 究竟与什么有关？通过下面的关于微分与导数关系的讨

论，我们将对函数的微分有更明确的认识．

定理２．６　设函数狔＝犳（狓）在点狓 处可微，则函数狔＝犳（狓）在点狓 处可导，且

犳′（狓）＝犃．反之，如果函数狔＝犳（狓）在点狓处可导，则狔＝犳（狓）在点狓处可微．

证明　（１）必要性　设狔＝犳（狓）在点狓处可微，则有Δ狔＝犃Δ狓＋狅（Δ狓），从而

Δ狔

Δ狓
＝犃＋

狅（Δ狓）

Δ狓
，

ｌｉｍ
Δ狓→０

Δ狔

Δ狓
＝ｌｉｍ
Δ狓→０
犃＋ｌｉｍ

Δ狓→０

狅（Δ狓）

Δ狓
＝犃＋０＝犃．

所以函数犳（狓）在点狓处可导，且犳′（狓）＝犃．

（２）充分性　设狔＝犳（狓）在点狓处可导，即极限ｌｉｍ
Δ狓→０

Δ狔

Δ狓
＝犳′（狓）存在，由函数极限

与无穷小的关系得
Δ狔

Δ狓
＝犳′（狓）＋α，其中α是Δ狓 →０时的无穷小，即ｌｉｍ

Δ狓→０
α＝０，于是

Δ狔＝犳′（狓）Δ狓＋αΔ狓．

显然，αΔ狓＝狅（Δ狓）（Δ狓→０），且犳′（狓）不依赖于Δ狓，所以由微分的定义可知，函数狔＝

犳（狓）在点狓处可微．

定理２．６说明，函数犳（狓）在点狓处可导与可微是等价的，且由定理必要性的证明可

知，当函数狔＝犳（狓）在点狓处可微时，其微分可表示为

ｄ狔＝犳′（狓）Δ狓．

如果函数为狔＝狓，则函数的微分ｄ狔＝ｄ狓＝狓′Δ狓＝Δ狓，即ｄ狓＝Δ狓．因此我们规定：

自变量的微分等于自变量的增量．于是函数狔＝犳（狓）的微分又可以写成

ｄ狔＝犳′（狓）ｄ狓．

在上式两边同除以ｄ狓，有
ｄ狔

ｄ狓
＝犳′（狓）．由此可见，导数等于函数的微分与自变量的

微分之商，这也就是在第一节中为什么把导数记作
ｄ狔

ｄ狓
的道理，从此我们可以把记号

ｄ狔

ｄ狓

理解为两个微分之商，因此导数也称为“微商”．

应当注意，微分与导数虽然有着密切的联系，但它们具有本质上的区别：导数是函数
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在某一点处的变化率，而微分是函数在某一点处由自变量增量所引起的函数变化量的主

要部分；导数的值只与狓有关，而微分的值与狓和Δ狓都有关．

例１　求函数狔＝狓
２ 在狓＝１，Δ狓＝０．１时的改变量及微分．

解　函数的改变量为

Δ狔＝（狓＋Δ狓）
２
－狓

２
＝１．１

２
－１

２
＝０．２１．

在点狓＝１处，狔′狘狓＝１＝２狓狘狓＝１＝２，所以函数的微分ｄ狔＝狔′Δ狓＝２×０．１＝０．２．

例２　求函数狔＝２狓
５
＋ｌｎ狓 的微分．

解　求导狔′＝（２狓
５
＋ｌｎ狓）′＝１０狓

４
＋
１

狓
，

所求微分 ｄ狔＝狔′ｄ狓＝ １０狓
４
＋
１

狓（ ）ｄ狓．

　图２ ８

二、微分的几何意义

为了对微分有比较直观的了解，我们来

说明微分的几何意义．

如图２ ８所示，点 犕（狓０，狔０）是曲线

狔＝犳（狓）上一点，当自变量狓有微小改变量

Δ狓时，得到曲线上另一点犖（狓０＋Δ狓，狔０＋

Δ狔），于是

犕犙＝Δ狓，犙犖＝Δ狔．

过点犕 作曲线的切线犕犜，其倾角为α，则

　微分的几何意义

犙犘＝犕犙·ｔａｎα＝犳′（狓０）Δ狓，即ｄ狔＝犙犘．

由此可知，微分ｄ狔＝犳′（狓０）Δ狓是当狓有改变量Δ狓时，曲线狔＝犳（狓）在点

犕（狓０，狔０）处切线的纵坐标改变量．用 ｄ狔 近似代替 Δ狔 就是用点

犕（狓０，狔０）处切线的纵坐标改变量犙犘来近似代替曲线狔＝犳（狓）的纵坐标

的改变量犙犖，并且有狘Δ狔－ｄ狔狘＝犘犖．

习题２．６

犃

１．已知狔＝狓
３
－狓，计算在狓＝２处当Δ狓 分别等于１，０．１，０．０１时的Δ狔及ｄ狔．
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习题２．６

参考答案

２．将适当的函数填入下列括号内，使等式成立．

（１）ｄ（　　）＝２ｄ狓；　　　　　　　　　　（２）ｄ（　　）＝３狓ｄ狓；

（３）ｄ（　　）＝ｃｏｓ狋ｄ狋； （４）ｄ（　　）＝ｓｉｎω狓ｄ狓；

（５）ｄ（　　）＝
１

狓＋１
ｄ狓； （６）ｄ（　　）＝ｅ

－２狓
ｄ狓；

（７）ｄ（　　）＝
１

槡狓
ｄ狓； （８）ｄ（　　）＝ｓｅｃ

２
３狓ｄ狓．

３．求下列函数的微分．

（１）狔＝
１

狓
＋２槡狓；　　 （２）狔＝狓ｓｉｎ２狓；

（３）狔＝
狓

狓
２
＋槡 １

； （４）狔＝ｌｎ
２（１－狓）；

（５）狔＝狓
２
ｅ
２狓
．

犅

１．求下列函数的微分．

（１）狔＝ｅ
－狓
ｃｏｓ（３－狓）；　　　 （２）狔＝ａｒｃｓｉｎ １－狓槡

２；

（３）狔＝ｔａｎ
２（１＋２狓

２）； （４）狔＝ａｒｃｔａｎ
１－狓

２

１＋狓
２
；

（５）狊＝犃ｓｉｎ（ω狋＋φ）（犃，ω，φ 是常数）．

２．求下列函数的微分．

（１）狔＝ ｓｉｎ狓＋ 狓＋ ｌｎ槡槡槡 狓 ；　

（２）狔＝ ｓｉｎ
狓

１＋狓（ ）
ｌｎ（１＋狓）

．

第七节　微分的运算及应用

一、微分的运算法则

因为函数狔＝犳（狓）的微分ｄ狔＝犳′（狓）ｄ狓，所以根据求导公式和导数运算法则，就能
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直接得到相应的微分公式和微分运算法则．为了便于查找和记忆，列举如下．

１．微分基本公式

（１）ｄ（犆）＝０（犆为常数）；　　　　　　　　（２）ｄ（狓μ）＝μ狓
μ－１ｄ狓（μ ∈犚）；

（３）ｄ（ｓｉｎ狓）＝ｃｏｓ狓ｄ狓； （４）ｄ（ｃｏｓ狓）＝－ｓｉｎ狓ｄ狓；

（５）ｄ（ｔａｎ狓）＝ｓｅｃ
２
狓ｄ狓； （６）ｄ（ｃｏｔ狓）＝－ｃｓｃ

２
狓ｄ狓；

（７）ｄ（ｓｅｃ狓）＝ｓｅｃ狓ｔａｎ狓ｄ狓； （８）ｄ（ｃｓｃ狓）＝－ｃｓｃ狓ｃｏｔ狓ｄ狓；

（９）ｄ（ｌｏｇ犪狓）＝
１

狓ｌｎ犪
ｄ狓（犪＞０，犪≠１）； （１０）ｄ（ｌｎ狓）＝

１

狓
ｄ狓；

（１１）ｄ（犪
狓）＝犪

狓
ｌｎ犪ｄ狓（犪＞０，犪≠１）； （１２）ｄ（ｅ

狓）＝ｅ
狓
ｄ狓；

（１３）ｄ（ａｒｃｓｉｎ狓）＝
１

１－狓槡
２
ｄ狓； （１４）ｄ（ａｒｃｃｏｓ狓）＝－

１

１－狓槡
２
ｄ狓；

（１５）ｄ（ａｒｃｔａｎ狓）＝
１

１＋狓
２
ｄ狓； （１６）ｄ（ａｒｃｃｏｔ狓）＝－

１

１＋狓
２
ｄ狓．

　

２．函数的和、差、积、商的微分运算法则（其中狌＝狌（狓），狏＝狏（狓）可微）

（１）ｄ（狌±狏）＝ｄ狌±ｄ狏；　　　　　　 　　（２）ｄ（狌狏）＝狏ｄ狌＋狌ｄ狏；

（３）ｄ（犆狌）＝犆ｄ狌（犆为常数）； （４）ｄ
狌

狏（ ）＝狏ｄ狌－狌ｄ狏
狏
２

（狏≠０）．

　

３．复合函数的微分法则

根据微分的定义可知，当狌是自变量时，函数狔＝犳（狌）的微分是

ｄ狔＝犳′（狌）ｄ狌；

如果狌不是自变量，而是关于狓的可导函数狌＝φ（狓），则复合函数狔＝犳［φ（狓）］的导数

为狔′＝犳′（狌）φ′（狓）．于是复合函数狔＝犳［φ（狓）］的微分为

ｄ狔＝犳′（狌）φ′（狓）ｄ狓＝犳′（狌）ｄφ（狓）＝犳′（狌）ｄ狌．

由此可见，不论狌是自变量还是中间变量，函数狔＝犳（狌）的微分总保持同一形式：

ｄ狔＝犳′（狌）ｄ狌，这个性质称为一阶微分形式不变性．有时利用一阶微分形式不变性求复合

函数的微分比较方便．

例１　设狔＝ｃｏｓ槡狓，求ｄ狔．

解法１　由公式ｄ狔＝犳′（狓）ｄ狓，得ｄ狔＝（ｃｏｓ槡狓）′ｄ狓＝－
１

２槡狓
ｓｉｎ槡狓ｄ狓．

解法２　由一阶微分形式不变性，得
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ｄ狔＝ｄ（ｃｏｓ槡狓）＝－ｓｉｎ槡狓ｄ槡狓 ＝－ｓｉｎ槡狓·
１

２槡狓
ｄ狓＝－

１

２槡狓
ｓｉｎ槡狓ｄ狓．

例２　设狔＝ｅ
ｓｉｎ狓，求ｄ狔．

解法１　由公式ｄ狔＝犳′（狓）ｄ狓，得

ｄ狔＝（ｅ
ｓｉｎ狓）′ｄ狓＝ｅ

ｓｉｎ狓
ｃｏｓ狓ｄ狓．

解法２　由一阶微分形式不变性，得

ｄ狔＝ｄｅ
ｓｉｎ狓
＝ｅ

ｓｉｎ狓
ｄ（ｓｉｎ狓）＝ｅ

ｓｉｎ狓
ｃｏｓ狓ｄ狓．

例３　求由方程狓
２
＋２狓狔－狔

２
＝犪

２ 确定的隐函数狔＝犳（狓）的微分及导数．

解　对方程两边求微分，得

２狓ｄ狓＋２（狔ｄ狓＋狓ｄ狔）－２狔ｄ狔＝０，

即

（狓＋狔）ｄ狓＝（狔－狓）ｄ狔，

所以 ｄ狔＝
狔＋狓

狔－狓
ｄ狓，

ｄ狔

ｄ狓
＝
狔＋狓

狔－狓
．

例４　求由方程
狓＝犪ｃｏｓ

３
狋，

狔＝犪ｓｉｎ
３
狋｛ （０≤狋≤２π）确定的函数狔＝犳（狓）的一阶及二阶

导数．

解　因为ｄ狓＝－３犪ｃｏｓ
２
狋ｓｉｎ狋ｄ狋，ｄ狔＝３犪ｓｉｎ

２
狋ｃｏｓ狋ｄ狋，所以利用微商得

ｄ狔

ｄ狓
＝
３犪ｓｉｎ

２
狋ｃｏｓ狋ｄ狋

－３犪ｃｏｓ
２
狋ｓｉｎ狋ｄ狋

＝－ｔａｎ狋，

ｄ
２
狔

ｄ狓
２
＝
ｄ

ｄ狓

ｄ狔

ｄ狓（ ）＝ｄ（－ｔａｎ狋）ｄ狓
＝

－ｓｅｃ
２
狋ｄ狋

－３犪ｃｏｓ
２
狋ｓｉｎ狋ｄ狋

＝
１

３犪ｓｉｎ狋ｃｏｓ
４
狋
．

二、微分在近似计算中的应用

由微分的定义可知，当犳′（狓）≠０且狘Δ狓狘很小时，用ｄ狔近似代替Δ狔所引起的误

差是比Δ狓高阶的无穷小，从而有近似公式

Δ狔＝犳（狓０＋Δ狓）－犳（狓０）≈犳′（狓０）Δ狓， （２ ７）

或 犳（狓０＋Δ狓）≈犳（狓０）＋犳′（狓０）Δ狓． （２ ８）

上式中，若令狓０＋Δ狓＝狓，则有



第二章
导数与微分

６７　　　

犳（狓）≈犳（狓０）＋犳′（狓０）（狓－狓０）． （２ ９）

特别地，当狓０＝０且狘狓狘很小时，

犳（狓）≈犳（０）＋犳′（０）狓． （２ １０）

式（２ ７）可以用于求函数增量的近似值，而式（２ ８）、（２ ９）、（２ １０）可用来求函数值的

近似值．当｜狓｜很小时，应用式（２ １０）可以推得函数犳（狓）在点狓＝０附近的一些常用近

似公式：

（１）
狀

１＋槡 狓 ≈１＋
１

狀
狓；　　　　　　　　　（２）ｅ

狓
≈１＋狓；

（３）ｌｎ（１＋狓）≈狓； （４）ｓｉｎ狓 ≈狓（狓 用弧度作单位）；

（５）ｔａｎ狓 ≈狓（狓 用弧度作单位）； （６）ａｒｃｔａｎ狓 ≈狓（狓 用弧度作单位）．
　

证明　（１）取犳（狓）＝
狀

１＋槡 狓，则犳（０）＝１，犳′（０）＝
１

狀
（１＋狓）

１

狀
－１

狓＝０
＝
１

狀
，代入

式（２ １０）得
狀

１＋槡 狓 ≈１＋
１

狀
狓．

（２）取犳（狓）＝ｅ
狓，则犳（０）＝１，犳′（０）＝（ｅ

狓）′狘狓＝０＝１，代入式（２ １０），得

ｅ
狓
≈１＋狓．

其他几个公式也可用类似的方法证明，这里从略．

例５　计算ａｒｃｔａｎ１．０５的近似值．

解　设犳（狓）＝ａｒｃｔａｎ狓，则犳′（狓）＝
１

１＋狓
２
，由式（２ ８），有

ａｒｃｔａｎ（狓０＋Δ狓）≈ａｒｃｔａｎ狓０＋
１

１＋狓
２

０

Δ狓，

取狓０＝１，Δ狓＝０．０５，则有

ａｒｃｔａｎ１．０５＝ａｒｃｔａｎ（１＋０．０５）≈ａｒｃｔａｎ１＋
１

１＋１
２
×０．０５＝

π

４
＋
０．０５

２
≈０．８１０．

例６　计算
３

槡６５的近似值．

解　因为
３

槡６５＝
３

６４＋槡 １＝

３

６４１＋
１

６４（ ）槡 ＝４

３

１＋
１

６４槡
，由近似公式（１）得

３

槡６５＝４

３

１＋
１

６４槡 ≈４１＋
１

３
×
１

６４（ ）＝４＋ １

４８
≈４．０２１．
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习题２．７

　图２ ９

习题２．７

参考答案

犃

１．如图２ ９所示的电缆犃犗犅
︵

的长为狊，跨度为２犾，电缆的最低点犗 与杆顶连线犃犅

的距离为犳，则电缆长可按下面公式计算．

狊＝２犾１＋
２犳

２

３犾
２（ ），

当犳变化了Δ犳时，电缆长的变化约为多少？

２．计算下列三角函数值的近似值．

（１）ｃｏｓ２９°；　　　　　　　　　　　（２）ｔａｎ１３６°．

３．计算下列反三角函数值的近似值．

（１）ａｒｃｓｉｎ０．５００２；　 （２）ａｒｃｃｏｓ０．４９９５．

４．计算下列各根式的近似值．

（１）
３

槡９９６；　 （２）
６

槡６５．

犅

１．当｜狓｜较小时，证明下列近似公式．

（１）ｔａｎ狓 ≈狓 （狓 用弧度作单位）；　　（２）ｌｎ（１＋狓）≈狓；

（３）
１

１＋狓
≈１－狓．

２．计算ｔａｎ４５′和ｌｎ１．００２的近似值．

３．求函数狔＝狓ｓｉｎ狓

３

狓－２

ｌｎ狓· 狓
２
＋槡 ２槡

的微分．

本 章 小 结

一、学习目标与要求

１．掌握导数的定义；理解导数的实质，掌握导数的几何意义；会用导数的定义求简单

函数的导数．

２．掌握导数的求导法则、基本初等函数的导数公式；掌握复合函数的各种求导技巧；

会求简单函数的高阶导数．

３．了解微分的概念、微分的几何意义；掌握函数求微分的两种方法及微分在求函数

的增量与近似计算中的应用．
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４．了解可导、可微、连续之间的关系．

二、本章主要内容

１．函数的导数

（１）导数定义

导数犳′（狓）的定义一般可以用下面两种形式的极限来表述：

犳′（狓０）＝ｌｉｍ
Δ狓→０

犳（狓０＋Δ狓）－犳（狓０）

Δ狓
　　或　　犳′（狓０）＝ｌｉｍ

Δ狓→０

犳（狓）－犳（狓０）

狓－狓０
．

在这里要注意犳（狓）在点狓０ 处的导数犳′（狓０）与导函数犳′（狓）的区别与联系，即

犳′（狓０）＝犳′（狓）狘狓＝狓０．

由于导数定义是一种固定形式的极限，因此当用定义来求导数时，必然遇到：

①狓＋Δ狓 ＜０且Δ狓 →０，即狓 →０
－；

②狓＋Δ狓 ＞０且Δ狓 →０，即狓 →０
＋
．

由此产生了左、右导数的概念和重要结论．

左导数犳′－（狓０）＝ｌｉｍ
Δ狓→０

－

犳（狓０＋Δ狓）－犳（狓０）

Δ狓
；

右导数犳′＋（狓０）＝ｌｉｍ
Δ狓→０

＋

犳（狓０＋Δ狓）－犳（狓０）

Δ狓
．

重要结论：狔＝犳（狓）在点狓０ 处可导的充分必要条件是犳′－（狓）＝犳′＋（狓）．

利用这个结论可以判断分段函数在分段点处的可导性．

（２）函数的可导与连续的关系

如果函数狔＝犳（狓）在点狓处可导，则函数在该点必连续；反之，函数在点狓处连续却

不一定在该点处可导．

２．函数的求导法则

（１）四则运算的求导法则

（狌±狏）′＝狌′±狏′；

（狌狏）′＝狌′狏＋狌狏′；

狌

狏（ ）′＝狌′狏－狌狏′
狏
２

（狏≠０）．

（２）复合函数的求导法则

由狔＝犳（狌），狌＝φ（狓）复合而成的复合函数狔＝犳［φ（狓）］的求导法则为

ｄ狔

ｄ狓
＝
ｄ狔

ｄ狌
·
ｄ狌

ｄ狓
　　 或 　　狔′＝（犳［φ（狓）］）′＝犳′（狌）·φ′（狓）．

（３）隐函数的求导法则

形如犉（狓，狔）＝０的函数叫做隐函数，把狔看作是狔（狓），对方程两边关于狓求导，化
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简即得狔′．

（４）二阶导数

把狔′＝犳′（狓）的导数叫做狔＝犳（狓）的二阶导数，记作狔″或
ｄ
２
狔

ｄ狓
２
，即狔″＝（狔′）′．

３．函数的微分

（１）求函数的微分的方法

① 由ｄ狔＝犳′（狓）ｄ狓 求微分时，先求导数犳′（狓），再乘以ｄ狓．

② 直接利用微分的运算法则，复合函数的微分形式不变性用基本初等函数的微分公

式来求微分．

（２）微分的应用

① 当｜Δ狓｜很小时，Δ狔≈ｄ狔＝犳′（狓）Δ狓，常用来求函数增量的近似值．

② 当｜Δ狓｜很小时，犳′（狓＋Δ狓）＝犳（狓）＋犳′（狓）Δ狓，常用来求函数的近似值．

综合复习题二

犃

１．根据导数的定义，求犳（狓）＝
１

狓
的导数．

２．求下列函数犳（狓）的犳′－（０）及犳′＋（０），并判断犳′（０）是否存在．

（１）犳（狓）＝
ｓｉｎ狓， 狓 ＜０，

ｌｎ（１＋狓）， 狓 ≥０；
｛ 　　　　（２）犳（狓）＝

狓

１＋ｅ

１

狓

， 狓 ≠０，

０， 狓＝０．

烅

烄

烆

３．求下列函数的导数．

（１）狔＝ａｒｃｓｉｎ（ｓｉｎ狓）；　　　　　 （２）狔＝ａｒｃｔａｎ
１＋狓

１－狓
；

（３）狔＝ｌｎｔａｎ
狓

２
－ｃｏｓ狓·ｌｎｔａｎ狓； （４）狔＝ｌｎ（ｅ

狓
＋ １＋ｅ

２
槡

狓）；

（５）狔＝
狓

槡狓 （狓 ＞０）．

４．求下列函数的二阶导数．

（１）狔＝ｃｏｓ
２
狓·ｌｎ狓；　 （２）狔＝

狓

１－狓槡
２
．

５．设函数狔＝狔（狓）由方程ｅ
狔
＋狓狔＝ｅ所确定，求狔″（０）．

６．求下列由参数方程所确定的函数的一阶导数
ｄ狔

ｄ狓
及二阶导数

ｄ
２
狔

ｄ狓
２
．
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（１）
狓＝犪ｃｏｓ

３
θ，

狔＝犪ｓｉｎ
３
θ；

｛ 　 （２）
狓＝ｌｎ １＋狋槡

２，

狔＝ａｒｃｔａｎ狋．
烅
烄

烆

７．求曲线
狓＝２ｅ

狋，

狔＝ｅ
－狋｛ 在点狋＝０处的切线方程及法线方程．

８．利用函数的微分代替函数的增量求
３

１．槡 ０２的近似值．

９．已知单摆的振动周期犜＝２π
犾

犵槡
，其中犵＝９８０ｃｍ／ｓ

２，犾为摆长（单位为ｃｍ）．设原

摆长为２０ｃｍ，为使周期犜 增大０．０５ｓ，摆长约需加长多少？

１０．甲船以６ｋｍ／ｈ的速度向东行驶，乙船以８ｋｍ／ｈ的速度向南行驶，在中午１２点整，乙

船位于甲船之北１６ｋｍ处．问下午１点整两船相离的速度为多少？

犅

１．设狔＝
狓－３

２狓
２
＋３狓－２

，求狔
（狀）
．

２．设函数狔＝
１

１－狓槡
２
ａｒｃｓｉｎ狓，求狔

（狀）（０）．

３．求与曲线４狓
２
＋９狔

２
－８狓＋１８狔＝５９相切，且与直线３狓－２狔＝６垂直的直线方程．

４．设函数犳（狓）＝

１－２狓
２， 狓 ＜－１，

狓
３， －１≤狓 ≤２，

１２狓－１６， 狓 ＞２，

烅

烄

烆

求它的反函数狔＝犵（狓）的导函数狔＝

犵′（狓）的表达式．

５．设函数狔＝ｌｎ（狓＋ １＋狓槡
２），求狔关于 １－狓槡

２ 的二阶导数．

６．求微分ｄ（３ｓｉｎ
２１

狓 ）．

７．设犜＝ｃｏｓ狀θ，θ＝ａｒｃｃｏｓ狓，求ｌｉｍ
狓→１

－

ｄ犜

ｄ狓
．

８．已知动点犘 在曲线狔＝狓
３上运动，记坐标原点与点犘 间的距离为犾．若点犘 的横坐标

对时间的变化率为常数狏０，则当点犘 运动到点（１，１）时，犾对时间的变化率为多少？

综合复习题２

参考答案

９．求曲线狔＝狓

３

２ 通过点（５，１１）的切线方程．

１０．设函数犳（狓）＝

犵（狓）－ｅ
－狓

狓
， 狓 ≠０，

０， 狓＝０，

烅

烄

烆

其中犵（０）＝犵″（０）＝犵（０）＝

１，犵′（０）＝－１，求犳″（狓）．
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阅读材料二

牛顿和他的“流数术”

牛顿（Ｎｅｗｔｏｎ，１６４３—１７２７）是英国著名的物理学家、数学家和天文学家，是１７世纪

最伟大的科学巨匠．１６６１年牛顿以减费生的身份进入剑桥大学三一学院，１６６４年成为奖

学金获得者，１６６５年获得学士学位．１６６５—１６６６年伦敦大疫，剑桥停课，牛顿于１６６５年６

月回故乡乌尔斯索普．１６６７年牛顿重返剑桥大学，１０月１日被选为三一学院的仲院侣，次

年３月１６日被选为正院侣．当时巴罗对牛顿的才能有充分认识．１６６９年１０月２７日巴罗

便让年仅２６岁的牛顿接替他担任卢卡斯讲座的教授．１６７２年起他被接纳为皇家学会会

员，１７０３年被选为皇家学会主席，他于１７２７年３月３０日深夜去世，享年８４岁．

牛顿于１６６４年秋开始研究微积分问题，在家乡躲避瘟疫期间取得了突破性进展．

１６６６年牛顿将其前两年的研究成果整理成一篇总结性论文———《流数简论》，这也是历史

上第一篇系统的微积分文献．在《流数简论》中，牛顿以运动学为背景提出了微积分的基本

问题，发明了“正流数术”（微分）；从确定面积的变化率入手通过反微分计算面积，又建立

了“反流数术”（积分）；并将面积计算与求切线问题的互逆关系作为一般规律明确地揭示

出来，将其作为微积分普遍算法的基础论述了“微积分基本公式”．“微积分基本公式”也称

为牛顿 莱布尼茨公式，牛顿和莱布尼茨各自独立地发现了这一公式．微积分基本公式是

微积分中最重要的公式，它建立了微分和积分之间的联系，指出微分和积分互为逆运算．

这样，牛顿就以正、反流数术（即微分和积分），将自古以来求解无穷小问题的各种方法和

特殊技巧有机地统一起来．正是在这种意义下，我们说牛顿创立了微积分．

《流数简论》标志着微积分的诞生，但它有许多不成熟的地方．１６６７年，牛顿回到剑

桥，并未发表他的《流数简论》．在以后２０余年的时间里，牛顿始终坚持努力改进、完善自

己的微积分学说，先后完成三篇微积分论文：《运用无穷多项方程的分析学》（简称《分析

学》，１６６９）；《流数法与无穷级数》（简称《流数法》，１６７１）；《曲线求积术》（１６９１），它们反映

了牛顿微积分学说的发展过程．在《分析学》中，牛顿回避了《流数简论》中的运动学背景，

将变量的无穷小增量叫做该变量的“瞬”，将其看成是静止的无限小量，有时直接令其为

零，带有浓厚的不可分量色彩．在《流数法》中，牛顿又恢复了运动学观点．他把变量叫做

“流”，变量的变化率叫做“流数”，变量的瞬是随时间的瞬而连续变化的．在《流数法》中，牛

顿更清楚地表述了微积分的基本问题：“已知两个流之间的关系，求它们的流数之间的关

系”；以及反过来“已知表示量的流数间的关系的方程，求流之间的关系”．在《流数法》和

《分析学》中，牛顿所使用的方法并无本质的区别，都是以无限小量作为微积分算法的论证

基础，所不同的是：《流数法》以动力学连续变化的观点代替了《分析学》的静止的不可分

量法．
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牛顿最成熟的微积分著述《曲线求积术》，对于微积分的基础在观念上发生了新的变

革，它提出了“首末比方法”．牛顿批评自己过去随意扔掉无限小瞬的做法，他说：“在数学

中，最微小的误差也不能忽略……在这里，我认为数学的量并不是由非常小的部分组成

的，而是用连续的运动来描述的．”在此基础上牛顿定义了流数的概念，继而认为：“流数之

比非常接近于尽可能小的等时间间隔内产生的流量的增量比，确切地说，它们构成增量的

最初比”，并借助于几何解释把流数理解为增量消逝时获得的最终比．可以看出，牛顿的所

谓“首末比方法”相当于求函数自变量与因变量变化之比的极限，它成为极限方法的先导．

牛顿对于发表自己的科学著作持非常谨慎的态度．１６８７年，牛顿出版了他的力学巨

著《自然哲学的数学原理》，这部著作中包含他的微积分学说，也是牛顿微积分学说最早的

公开表述，因此该巨著成为数学史上划时代的著作．而他的微积分论文直到１８世纪初才

在朋友的再三催促下相继发表．
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第三章 犆犎犃犘犜犈犚３

导数的应用

　　函数的导数刻画了函数相对于自变量的变化快慢，几何上就是指曲

线的切线倾斜度———斜率，它反映了曲线上点的变化情况．本章将应用

导数来研究函数及曲线的某些性态，并利用这些知识解决一些实际

问题．

第一节　函数单调性的判定

函数的单调性是函数的重要特性，下面我们将讨论函数的单调性与

导数之间的关系，进而提供一种判别函数单调性的方法．先观察图３ １和

图３ ２．

图３ １ 图３ ２
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由图３ １、图３ ２可以看出：如果函数狔＝犳（狓）在区间［犪，犫］上单调增加（或单调

减少），它的图像是一条沿狓轴上升（或下降）的曲线．这时，曲线上各点处的切线斜率是正

的（或负的），即犳′（狓）＞０（或犳′（狓）＜０）．由此可见，函数的单调性和导数符号有着密切

　函数单调性

　的分析

的关系．

一般地，函数在一个区间上的单调性，可以用它的导数的正负号来判定．

定理３．１　设函数狔＝犳（狓）在区间犐内可导．

（１）如果在区间犐内犳′（狓）＞０，则犳（狓）在区间犐内单调增加；

（２）如果在区间犐内犳′（狓）＜０，则犳（狓）在区间犐内单调减少；

（３）如果在区间犐内犳′（狓）＝０，则在区间犐内犳（狓）是常数．

证明从略．

例１　讨论函数犳（狓）＝２狓－ｃｏｓ狓 在定义域内的单调性．

解　函数犳（狓）＝２狓－ｃｏｓ狓 的定义域是（－∞，＋∞），因为

犳′（狓）＝２＋ｓｉｎ狓 ＞０，

所以函数犳（狓）在区间（－∞，＋∞）上单调增加．

例２　讨论函数犳（狓）＝３狓－狓
３ 的单调性．

解　函数的定义域为（－∞，＋∞），并且有

犳′（狓）＝３－３狓
２
＝３（１－狓

２），

令犳′（狓）＝０，得狓１＝－１，狓２＝１．

当狓 ∈ （－∞，－１）∪ （１，＋∞）时，犳′（狓）＜０，此时犳（狓）单调减少．

当狓 ∈ （－１，＋１）时，犳′（狓）＞０，此时犳（狓）单调增加．

由本例可知，狓＝±１是函数犳（狓）单调区间的分界点．

通常列表讨论函数的单调性，例２函数的单调性见表３ １，表中“”表示函数单调增

加，“”表示函数单调减少．

表３ １

狓 （－∞，－１） －１ （－１，１） １ （１，＋∞）

犳′（狓） － ０ ＋ ０ －

犳（狓）  分界点  分界点 

　　综上所述，判断函数单调性或求函数单调区间可按下面的步骤进行：

第一步：确定函数的定义域．

第二步：求出使犳′（狓）＝０的点（称这样的点为函数的驻点），用驻点和不可导点将

犳（狓）的定义域划分成若干个子区间．

第三步：在每个子区间上判定函数的单调性（为了简明起见，建议列表进行分析）．

例３　确定函数犳（狓）＝狓
３
－６狓

２
－１５狓＋２的单调区间．
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解　函数犳（狓）＝狓
３
－６狓

２
－１５狓＋２的定义域是（－∞，＋∞），并且

犳′（狓）＝３狓
２
－１２狓－１５＝３（狓－５）（狓＋１）．

令犳′（狓）＝０，得狓１＝－１，狓２＝５．

它们将定义域分成３个子区间，列表３ ２讨论如下．

表３ ２

狓 （－∞，－１） －１ （－１，５） ５ （５，＋∞）

犳′（狓） ＋ ０ － ０ ＋

犳（狓）  分界点  分界点 

　　可知函数犳（狓）＝狓
３
－６狓

２
－１５狓＋２在区间（－∞，－１）和区间（５，＋∞）内都单调

增加，在区间（－１，５）内单调减少．

需要说明的是：使导数不存在的点也可能是函数增减区间的分界点．例如狔＝狘狓狘在

点狓＝０处连续，其导数在点狓＝０处不存在，但显然狓＝０是函数增减区间的分界点．

例４　证明：当狓 ＞１时，２槡狓 ＞３－
１

狓
．

证明　令犳（狓）＝２槡狓 － ３－
１

狓（ ），则

犳′（狓）＝
１

槡狓
－
１

狓
２
＝
１

狓
２
（狓槡狓 －１）．

因为当狓 ＞１时，犳′（狓）＞０，因此犳（狓）在［１，＋∞）上单调增加，从而当狓 ＞１时，

犳（狓）＞犳（１）．由于犳（１）＝０，故犳（狓）＞犳（１）＝０，即

２槡狓 － ３－
１

狓（ ）＞０，

即当狓 ＞１时，２槡狓 ＞３－
１

狓
．

习题３．１

犃

１．填空题．

（１）函数犳（狓）＝２狓
３
－９狓

２
＋１２狓＋１０的单调增加区间是　　　　　　，单调减

少区间是　　　　　　；

（２）函数犳（狓）＝狓
４
－２７的单调增加区间是　　　　　　，单调减少区间

是　　　　　．
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习题３．１

参考答案

２．确定下列函数的单调区间．

（１）狔＝狓
４
－２狓

２
－５；　　　　　　　　　（２）狔＝２狓＋

８

狓
；

（３）狔＝２狓
２
－ｌｎ狓； （４）狔＝狓－ｅ

狓
．

犅

运用函数单调性证明下列不等式．

（１）当狓 ＞０时，ｌｎ（１＋狓）＜狓；

（２）当狓 ≥０时，ａｒｃｔａｎ狓 ≤狓．

第二节　函数的极值

由第一节例３我们知道，点狓１＝－１和狓２＝５是函数犳（狓）＝狓
３
－６狓

２
－１５狓＋２的

单调区间的分界点，如在点狓１＝－１左近旁，函数犳（狓）是单调增加的，在点狓１＝－１右近

旁，函数犳（狓）是单调减少的．因此在点狓１＝－１的左右附近的任何点狓（狓 ≠－１），

犳（狓）＜犳（－１）均成立．对于这种特征，有如下定义．

定义３．１　设函数犳（狓）在点狓０ 的左右附近有定义，如果对在点狓０ 的左右附近任

意狓（狓 ≠狓０），恒有犳（狓）＜犳（狓０）（或犳（狓）＞犳（狓０）），则称犳（狓０）为函数犳（狓）的

一个极大值（或极小值），函数的极大值与极小值统称为函数的极值，使函数取得极值的

点称为相应的极值点，且当犳（狓０）是一个极大（小）值时，称狓０ 为犳（狓）的一个极大（小）

值点．

函数的极值　

注：（１）函数的极大值和极小值概念是局部性的，也就是说，如果

犳（狓０）是函数的极大（小）值，那只是说在极值点狓０ 附近一个局部范围来说

的，在整个定义域中，它不一定是犳（狓）的最大（小）值．

（２）函数的极大值不一定比极小值大．

　课堂练习３．１

（３）函数的极值一定出现在区间的内部，在区间的端点处

不能取得极值．

在图３ ３中，可以看出，对于可导函数极值点处对应曲线的切线是水

平的．

定理３．２（极值存在的必要条件）　若函数犳（狓）在点狓０ 处可导，且



７８　　　

　图３ ３

犳（狓）在点狓０ 处取得极值，则必有犳′（狓）＝０．

证明从略．

定理３．２讲的是这样一个事实，对于可导

函数，极值点必然是它的驻点，但驻点不一定是

极值点．例如，狓＝０是函数狔＝狓
３的驻点，但不

是其极值点，当驻点为函数的单调增加区间与

单调减少区间的分界点，也就是说驻点两侧导

数符号相反时，驻点才是函数的极值点．另外，

对于一个连续函数，它的极值也有可能是导数

不存在的点．如函数犳（狓）＝狘狓狘，犳′（０）不存

在，但狓＝０是它的极小值点．

总之，连续函数的可能极值点只能是驻点和不可导点，为了判断可能极值点是否为极

值点，有如下的定理．

定理３．３（极值判定的第一充分条件）　设函数犳（狓）在点狓０ 处连续，在狓０ 的左右附

近（不包括狓０）可导．如果在狓０ 左右附近函数犳（狓）的导数犳′（狓）变号，则狓０ 是函数的极

值点（当在狓０ 的左侧附近犳′（狓）为正，右侧附近犳′（狓）为负时，狓０ 是极大值点，反之为极

小值点）；如果在狓０ 的左右附近犳′（狓）具有相同的符号，则狓０ 不是函数的极值点．

证明从略．

由此可得求连续函数极值的步骤：

（１）确定函数的定义域．

（２）求出使犳′（狓）＝０和犳′（狓）不存在的点，即求出定义域内的所有驻点和不可

导点．

（３）用这些点将函数定义域分成若干个子区间，在每个子区间上确定犳′（狓）的符号．

（４）根据驻点和不可导点左右邻域犳′（狓）的符号确定极值点，并求出极值．

例１　求函数犳（狓）＝２狓
３
＋３狓

２
－１２狓－７的极值．

解　犳（狓）的定义域为（－∞，＋∞），且

犳′（狓）＝６狓
２
＋６狓－１２＝６（狓＋２）（狓－１）．

令犳′（狓）＝０得驻点狓１＝－２，狓２＝１．

依次判断驻点两侧犳′（狓）的符号，列表３ ３如下．

表３ ３

狓 （－∞，－２） －２ （－２，１） １ （１，＋∞）

犳′（狓） ＋ ０ － ０ ＋

犳（狓）  极大点  极小点 
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　　所以函数在点狓１＝－２处取得极大值犳（－２）＝１３，在狓２＝１处取得极小值犳（１）＝

－１４．

例２　求函数犳（狓）＝２－（狓－９）
２

３ 的极值．

解　因为犳（狓）＝２－（狓－９）
２

３ 的定义域为（－∞，＋∞），且犳（狓）在（＋∞，－∞）连

续，由于

犳′（狓）＝－
２

３
（狓－９）

－
１

３
＝

－２

３（狓－９）
１

３

（狓 ≠９），

所以当狓＝９时，犳′（狓）不存在，即狓＝９是函数的可能极值点．

因为当狓 ∈ （－∞，９）时，犳′（狓）＞０，当狓 ∈ （９，＋∞）时，犳′（狓）＜０，所以犳（狓）

在点狓＝９处取得极大值犳（９）＝２．

极值判定的第一充分条件既适用于点狓０ 处可导，也适用于点狓０ 处不可导的函数．若

函数在驻点狓０ 的二阶导数存在且不为零，则可利用下面极值判定的第二充分条件判定函

数的极值．

定理３．４（极值判定的第二充分条件）　设函数犳（狓）在点狓０ 处具有二阶导数，且

犳′（狓）＝０，犳″（狓）≠０，则狓０是函数的极值点（当犳″（狓０）＜０时，狓０是犳（狓）的极大点；

当犳″（狓０）＞０时，狓０ 是犳（狓）的极小点）．

证明从略．

例３　求函数犳（狓）＝狓
３
－６狓

２
＋９狓＋１０的极值．

解　犳（狓）的定义域是（－∞，＋∞），令

犳′（狓）＝３狓
２
－１２狓＋９＝３（狓－１）（狓－３）＝０，

得驻点为狓１＝１和狓２＝３．

由于

犳″（狓）＝６狓－１２，

犳″（１）＝－６＜０，所以犳（狓）在点狓１＝１处取得极大值犳（１）＝１４；

犳″（３）＝６＞０，所以犳（狓）在点狓２＝３处取得极小值犳（３）＝１０．

在很多情况下，利用极值判定的第二充分条件来求函数的极值比较简便，但有时候必

须使用第一充分条件来求极值，也就是说极值判定的第一充分条件适用范围更广泛．

例４　求函数犳（狓）＝狓
２（狓

４
－３狓

２
＋３）的极值．

解　函数犳（狓）的定义域是（－∞，＋∞），令

犳′（狓）＝６狓（狓
２
－１）

２
＝０，

得驻点为：狓１＝－１，狓２＝０，狓３＝１．
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犳″（狓）＝６（狓
２
－１）（５狓

２
－１）．

犳″（０）＝６＞０，所以犳（狓）在点狓２＝０处取得极小值犳（０）＝０；

犳″（±１）＝０，所以对狓１＝－１和狓３＝１不能用极值判定的第二充分条件．

用极值判定的第一充分条件易知，犳（狓）在这两点处没有极值．

习题３．２

习题３．２

参考答案

犃

求下列函数的极值点和极值．

（１）狔＝狓
２
－２狓＋３；　　　　　　　　　　（２）狔＝狓＋

１

狓
；

（３）狔＝－狓
４
＋２狓

２； （４）狔＝３－２（狓－１）
１

３
．

犅

求下列函数的极值点和极值．

（１）狔＝ １＋槡 狓 －狓；　　　　　　 （２）狔＝狓＋ｔａｎ狓；

（３）狔＝ｅ
狓
ｃｏｓ狓； （４）狔＝２ｅ

狓
＋ｅ

－狓
．

第三节　函数的最大值与最小值

在生产实践中，常遇到这样一类问题：在一定条件下，怎么使投入最少，产出最大，成

本最低，效率最高等，这类问题在数学上反映的就是函数的最大值、最小值问题．

怎样求函数犳（狓）的最大值、最小值呢？

一、闭区间［犪，犫］上连续函数的最大（小）值

我们知道，如果函数犳（狓）在闭区间［犪，犫］上连续，那么犳（狓）在［犪，犫］上一定取得最

大（小）值．对可导函数来说，最大（小）点不是在区间端点上，就是在开区间（犪，犫）内的驻

点之中，这就是说只要比较区间端点处犳（犪），犳（犫）的值，以及驻点处的函数值的大小，就
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能求出函数的最大值和最小值．根据第二节的分析，极值点也可能是导数不存在的点，而

导数不存在的点，函数也有可能取得最大（小）值．因此，求连续函数犳（狓）在闭区间［犪，犫］

上最大（小）值的步骤是：

（１）求出函数在区间（犪，犫）内的所有驻点及导数不存在的点狓１，狓２，…，狓狀．

（２）计算出函数值犳（狓１），犳（狓２），…，犳（狓狀）及端点处的函数值犳（犪），犳（犫）．

（３）比较以上函数值的大小，其中最大者就是犳（狓）在［犪，犫］上的最大值，最小者就

是犳（狓）在［犪，犫］上的最小值．

例１　求函数犳（狓）＝２狓
３
＋３狓

２
－１２狓＋１４在区间［－３，３］上的最大值与最小值．

解

犳′（狓）＝６狓
２
＋６狓－１２＝６（狓＋２）（狓－１）．

令犳′（狓）＝０，得到驻点狓１＝－２，狓２＝１，计算驻点及区间端点上的函数值：

犳（－２）＝３４，犳（１）＝７，犳（－３）＝２３，犳（３）＝５９．

比较这些值的大小可知，犳（狓）在区间［－３，３］上的最大值为犳（３）＝５９，最小值为犳（１）＝７．

例２　求函数狔＝
３
（狓

２
－２狓）槡

２ 在区间［０，３］上的最大值和最小值．

解　函数狔＝
３
（狓

２
－２狓）槡

２ 在区间［０，３］上连续，且

课堂练习３．２

狔′＝
４（狓－１）

３
３

狓
２
－２槡 狓

．

由此可见，函数在区间（０，３）内的驻点为狓＝１，不可导点为狓＝２．

由于狔（０）＝狔（２）＝０，狔（１）＝１，狔（３）＝
３

槡９，所以，函数在区间［０，３］

上的最大值为狔（３）＝
３

槡９，最小值为狔（０）＝狔（２）＝０．

二、在有限开区间或无穷区间上恰有一个驻点时函数的最

大（小）值

　　定理　设函数犳（狓）的定义域是开区间（犪，犫），犳（狓）在定义域内可导，且恰有一个驻

点狓０．那么，如果狓０ 是极大值点，则狓０ 一定是最大值点．如果狓０ 是极小值点，则狓０ 一定

是最小值点．

证明从略．

例３　求函数犳（狓）＝狓
２
－
５４

狓
在区间（－∞，０）上的最小值．

解　犳′（狓）＝２狓＋
５４

狓
２
，令犳′（狓）＝０得狓＝－３．
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犳″（狓）＝２－
１０８

狓
３
，犳″（－３）＝６＞０．

由极值判定的第二充分条件可知狓＝－３是极小值点，且恰有一个驻点，所以狓＝－３是最

小值点，最小值为犳（－３）＝２７．

例４　求函数犳（狓）＝
狓

１＋狓
２
在区间（０，２）上的最大值．

解　犳′（狓）＝
（１－狓）（１＋狓）

（１＋狓
２）２

．

令犳′（狓）＝０得狓１＝－１（舍去），狓２＝１．

当０＜狓 ＜１时，犳′（狓）＞０，当狓＞１时犳′（狓）＜０，所以狓＝１为极大值点，且

在区间（０，２）上，恰有一个驻点，所以当狓 ＝ １时，犳（狓）取得最大值，最大值为

犳（１）＝
１

２
．

三、应用举例

例５　有一边长为２４ｃｍ的正方形铁皮，四角各截去一个大小相等的小正方形，然后

将正方形折成一个方形无盖容器（图３ ４）．问截去的小正方形的边长为多少时，所得容器

的容积最大？最大容积是多少？

图３ ４

解　设截去的小正方形边长为狓ｃｍ，则正方形容器的底边长为２４－２狓ｃｍ，高为

狓ｃｍ，于是容积

犞＝狓（２４－２狓）
２，０＜狓 ＜１２．

犞′＝（２４－２狓）（２４－６狓）．

令犞′＝０，得驻点狓１＝４和狓２＝１２（舍去）．

狓１＝４是满足０＜狓＜１２的唯一驻点，且根据极值判定的第一充分条件，易知其为极

大值点．所以截去的小正方形的边长为４ｃｍ时，容积最大．最大容积为

犞（４）＝４（２４－２×４）
２
＝１０２４（ｃｍ

３）．
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　图３ ５

例６　有一块宽为４０ｃｍ的长方形铁皮，将它的两个边

缘向上折起成开口水槽，使其横截面为一矩形，问水槽高为

多少时，水槽的截面积最大？

解　如图３ ５所示，设水槽高为狓ｃｍ，截面积为

犛ｃｍ
２，则

犛＝狓（４０－２狓），

犛′＝（４０－４狓）．

由犛′＝０得狓＝１０是唯一极值点，且是极大值点，因而当水

槽高为１０ｃｍ时，水槽截面积最大．

习题３．３

习题３．３

参考答案

犃

１．求下列函数的最大值与最小值．

（１）狔＝狓
２
－４狓＋６，狓 ∈ ［－３，１０］；

（２）狔＝２＋槡狓，狓 ∈ ［０，４］；

（３）狔＝２狓
３
－６狓

２
－１８狓－７，狓 ∈ ［１，４］．

２．试证明面积为定值的矩形中，正方形的周长最短．

犅

１．求下列函数的最大值与最小值．

（１）狔＝ ５－４槡 狓，狓 ∈ ［－１，１］；

（２）狔＝狓
２

３（狓
２
－１）

１

３，狓 ∈ ［０，２］．

２．要做一个容积为犞 的圆柱形容器（无盖），问底半径和高分别为多少

时能使其用料最省？

第四节　导数在经济分析和物理学中的应用

导数在许多领域有着广泛的应用，下面就导数在经济分析和物理学中的应用作简要
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介绍．

一、导数在经济分析中的应用

１．边际经济函数

在经济学中，边际成本定义为产量增加一个单位时所增加的总成本．

设产品的产量为狓单位时所需要的总成本函数为犆＝犆（狓），当总成本函数犆＝犆（狓）

可导时，其导数

犆（狓）′＝ｌｉｍ
Δ狓→０

Δ犆

Δ狓
＝ｌｉｍ
Δ狓→０

＝
犆（狓＋Δ狓）－犆（狓）

Δ狓

表示该产品产量为狓时的边际成本，即边际成本是总成本函数关于产量的导数．

类似地，边际收入定义为多销售一个单位产品所增加的销售总收入，即犚′（狓），这里

犚（狓）为销售量为狓时的总收入．再如，边际利润为犔′（狓），这里犔（狓）为产量为狓时的总

利润．

边际成本、边际收入、边际利润通常用犕犆、犕犚、犕犔 表示．

例１　某商品产量为狓（千升）时的成本函数为犆（狓）＝３槡狓＋４（千元），其中０≤狓≤

５，求当狓＝１，狓＝４时的边际成本，并给以适当的解释．

解　边际成本函数

犕犆＝犆′（狓）＝
３

２槡狓
，

当狓＝１时，犕犆＝１．５；当狓＝４时，犕犆＝０．７５．

以上结果表明在生产１千升基础上再生产１千升需成本１．５元；在生产４千升基础

上再生产１千升仅需成本０．７５元，即产量越高，成本越低．

例２　某公司生产某种产品的总利润犔（狓）（万元）与产量狓（吨）的函数关系为

犔（狓）＝２狓－０．００５狓
２
－１５０，试求每天生产１５０吨、２００吨、３５０吨时的边际利润，并说明

其经济含义．

解　边际利润函数

犕犔＝犔′（狓）＝２－０．０１狓，

当狓＝１５０时，犕犔＝０．５；当狓＝２００时，犕犔＝０；当狓＝３５０时，犕犔＝－１．５．

以上结果表明当日产量在１５０吨时，每天增加１吨产量可增加利润０．５万元；当日产

量在２００吨时，再增加产量总利润不会增加；而当产量在３５０吨时，每天产量再增加１吨

反而使总利润减少１．５万元．由此可见，该公司应该把日产量定在２００吨，此时的总利

润为
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犔（２００）＝２×２００－０．００５×２００
２
－１５０＝５０（万元）．

从上例可以看出，公司获利最大的时候，边际利润为零．

２．需求弹性

弹性即反应性，是函数狔＝犳（狓）中自变量的相对改变量对函数的相对改变量影响的反

应．弹性分析也是经济分析中常用的一种方法，主要用于生产、供给、需求等问题的研究．

定义３．２　对于函数狔＝犳（狓），如果极限ｌｉｍ
Δ狓→０

Δ狔

狔

Δ狓

狓

存在，则

ｌｉｍ
Δ狓→０

Δ狔

狔

Δ狓

狓

＝ｌｉｍ
Δ狓→０

Δ狔

Δ狓

狓

狔
＝
狓

狔

ｄ狔

ｄ狓
＝
狓

狔
犳′（狓），

称之为函数狔＝犳（狓）在点狓处的弹性，记作犈，即

犈＝
狓

狔

ｄ狔

ｄ狓
．

由上述定义可以看出，函数狔＝犳（狓）的弹性是函数的相对改变量与自变量的相对改

变量比值的极限，它是函数的相对变化率，或当自变量变化１％时函数变化的百分数．

由需求函数犙＝犙（狆），其中犙 为需求，狆为价格，可得需求弹性为

犈犱＝
狆

犙

ｄ犙

ｄ狆
．

根据经济学理论，需求函数是单调减少函数，所以需求弹性一般取负值．

例３　设某商品的需求函数为犙＝３０００ｅ
－０．０２狆，求价格为１００时的需求弹性并解释其

经济意义．

解

犈犱＝
狆

犙

ｄ犙

ｄ狆
＝
－０．０２狆×３０００ｅ

－０．０２狆

３０００ｅ
－０．０２狆

＝－０．０２狆，

犈犱（１００）＝－２．

它的经济学意义是：当价格为１００时，若价格增加１％时，则需求减少２％．

二、导数在物理学中的应用

例４　一质点以５０ｍ／ｓ的发射速度垂直射向空中，狋ｓ后达到的高度为狊＝５０狋－
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５狋
２（ｍ），假设在此运动过程中重力为唯一的作用力，试问：

（１）该质点达到的最大高度是多少？

（２）该质点离地面１２０ｍ时的速度是多少？

（３）该质点何时重新回到地面？

解　由题设知，质点在时刻狋的速度为

狏＝
ｄ

ｄ狋
（５０狋－５狋

２）＝－１０（狋－５）．

（１）当狋＝５ｓ时，狏＝０，此时质点达到最大高度，狊＝５０×５－５×５
２
＝１２５（ｍ）；

（２）令狊＝５０狋－５狋
２
＝１２０，解得狋＝４或狋＝６，故狏＝１０（ｍ／ｓ）或狏＝－１０（ｍ／ｓ）；

（３）令狊＝５０狋－５狋
２
＝０，解得狋＝１０，即该质点１０ｓ后重新回到地面．

例５　在对电容器充电的过程中，电容器充电的电压为狌犆＝犈（１－ｅ－
狋

犚犆 ），求电容器

的充电速度
ｄ狌犆

ｄ狋
．

解　
ｄ狌犆

ｄ狋
＝犈（１－ｅ－

狋

犚犆 ）′＝ 犈

犚犆
ｅ
－
狋

犚犆
．

习题３．４

习题３．４

参考答案

犃

１．某产品的需求函数和总成本函数分别为犙（狇）＝８００－０．１狇，犆（狇）＝５０００－２０狇，

求边际利润函数，并计算狇＝１５０时的边际利润．

２．某产品的需求量犙对价格狆的函数关系为犙＝１６００
１

４（ ）
狆

，求当狆＝３时的需求弹性．

３．设通过某导线的电量与时间的函数关系为犳（狋）＝２狋
３
－狋

２
＋２，求在时刻狋＝５时

的瞬时电流强度．

犅

１．一人以２ｍ／ｓ的速度通过一座高为２０ｍ的桥，在此人的正下方有一

小船以
３

４
ｍ／ｓ的速度向与桥垂直的方向前进，求第５ｓ末人与小船

分离的速度．

２．设生产某种产品狓个单位时的收入犚（狓）＝２００狓－０．０１狓
２，求生产

５０个单位时的收入及边际收入．
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本 章 小 结

一、学习目标与要求

１．掌握函数单调性和极值的判别方法，会求函数的单调区间和极值．

２．了解利用函数单调性证明不等式的方法．

３．掌握函数最值的判断方法，会求一些简单实际问题中的最大值和最小值．

４．了解导数在经济分析和物理学中的简单应用（选学内容）．

二、本章主要内容

１．求函数犳（狓）的单调区间．根据犳′（狓）＞０和犳′（狓）＜０分别求出函数犳（狓）的单

调增加区间和单调减少区间．

２．求函数犳（狓）的极值．先求出它的可能极值点（驻点和不可导点），再根据可能极值

点两侧犳′（狓）的正负号确定是否为函数的极值点．

３．求最大（小）值问题．这是在生产实践中常要涉及的问题．先要将实际问题转化为

数学问题，即建立数学模型，也就是先建立函数关系，再求函数的最大（小）值．

连续函数在区间［犪，犫］上的最大（小）值，只能在驻点、导数不存在的点和区间的端点

处取得，因此只需要比较这些点处函数值的大小，就可得到函数的最大（小）值．

４．经济函数的边际．边际概念是研究经济学核心命题的基本概念，通常指经济变量

的变化率．利用导数研究经济变量的边际变化的方法，叫做边际分析法，是经济理论中的

一个重要方法．本章分别介绍了边际成本、边际利润、需求弹性等．

综合复习题三

犃

１．求下列函数的极值．

（１）狔＝（狓＋１）
２

３（狓－５）
２；

（２）狔＝狓
２
＋狓

４
．

２．求下列函数在给定区间上的最大值和最小值．

（１）狔＝１－２
３
（狓＋１）槡

２，狓 ∈ ［－２，２］；

（２）犳（狓）＝３狓
４
－４狓

３
－１２狓

２
＋１，狓 ∈ ［－３，３］．

３．已知矩形的周长为２４，将它绕一边旋转成一立体，问矩形的长、宽各为多少时，所得立

体的体积最大？



８８　　　

犅

１．求下列函数的极值．

（１）狔＝
ｌｎ

２
狓

狓
；　　　　　　　　　（２）狔＝

２狓

１＋狓
２
．

　综合复习题三

　参考答案

２．设函数犳（狓）＝犪ｌｎ狓＋犫狓
２
＋狓 在点狓１＝１和狓２＝２处有极值．试确定

犪，犫的值，并问犳（狓）在点狓１＝１和狓２＝２处取得极大值还是极小值？

３．某产品的需求函数和总成本函数分别为犙（狇）＝８００－１０狇，犆（狇）＝

５０００＋２０狇，求边际利润函数，并计算狇＝１５０和狇＝４００时的边际利润．

４．设某企业的利润函数为犔（狇）＝１０＋２狆－０．１狇
２，求利润最大时的产量狇．

阅读材料三

拉格朗日简介

拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ，１７３６—１８１３）是法国数学家、力学家、天文学家．他１７３６年１月

２５日生于意大利西北部的都灵，于１８１３年４月１０日卒于巴黎．

拉格朗日的祖父是法国人、祖母是意大利人．他的父亲是一位富商，曾想把拉格朗日

培养成自己商业上的接班人，因此希望他学法律．但拉格朗日在中学时代读了天文学家哈

雷写的一篇谈论计算方法的小品文———《在解决求光学玻璃的焦点问题时，近世代数优越

性的一个实例》之后，就对数学和天文学产生了兴趣，不久他进入都灵皇家炮兵学院学习．

拉格朗日通过自学的方式钻研数学，尚未毕业就担任了该院的部分数学教学工作；１８岁

时开始撰写论文；１９岁被正式聘任为该院的数学教授．

１７５５年，拉格朗日开始和欧拉通信讨论“等周问题”，从而奠定了变分法的基础．

１７５７年，拉格朗日和几位年轻科学家创办了都灵科学协会和学术杂志《都灵文集》．

在《都灵文集》上他发表了大量论文，１７６４年和１７６６年因在天文学研究中取得的成果，先

后两次获得法国科学院奖，从而在世界范围赢得了很高的声誉．

１７６６年，在柏林科学院物理数学所任所长的欧拉要重回彼得堡，临行前普鲁士国王

腓特烈大帝要欧拉推荐一位称职的继任者．欧拉认为非拉格朗日莫属，同时达朗贝尔也作

了同样的推荐．于是腓特烈大帝亲自写信给拉格朗日说：“欧洲最伟大的君王希望欧洲最

伟大的数学家到他的宫廷里来．”于是拉格朗日到了柏林，就任柏林科学院物理数学所所

长职务，这时他年仅３０岁．

拉格朗日１７５９年被选为柏林科学院院士，１７７２年被选为法国科学院院士，１７７６年被

选为彼得堡科学院名誉院士，１７６６—１７８６年担任柏林科学院的主席．
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拉格朗日对代数、数论、微分方程、变分法、力学和天文学都进行了广泛而深入的研

究，并取得了丰硕的成果，其作品浩如烟海．

对于微积分学，拉格朗日试图抛弃自牛顿以来模糊不清的无穷小概念．拉格朗日的学

生们发现无限小和无限大的概念很难掌握，而传统形式的微积分学充满了这些概念．为了

克服这些困难，拉格朗日试图不用莱布尼茨的“无穷小”和牛顿的极限的特殊概念来建立

微积分学，为此他写成《解析函数论》．此书的副标题是：“不用无穷小、正在消失的量或极

限与流数等概念，而归结为有限的代数分析的艺术”．他试图把微分、无穷小和极限等概念

从微积分中完全排除．他先用代数方法证明了泰勒展开式，接着定义导数（微商）是泰勒展

开式中的系数，然后建立起全部分析学．他认为这样就可以克服极限理论的困难，可是无

穷级数的收敛问题，仍然无法逃避极限．尽管他的“纯代数的微分学”没有成功．但他另辟

蹊径的探讨得到了高度的赞赏，并推动了柯西等人去创立一种令人满意的微积分学，从而

对后来微积分基础理论的逻辑发展产生了深远的影响．特别是《解析函数论》对函数的抽

象处理，可说是实变函数论的起点．他还给出了泰勒级数的余项公式，研究了二元函数极

值，阐明了条件极值的理论，并研究了三重积分的变量代换等问题．

在微分方程方面，他也获得了很多重要结果：例如，对奇解与通解的联系作了系统的

研究，用明确而漂亮的手法从通解中消去常数而得到特解，从而给出了一般性的方法；他

还发现，线性齐次方程的通解是一组独立的特解的线性组合，而且在知道了高阶线性齐次

方程的特解后，可以把方程降低阶；在解线性非齐次微分方程时，他提出了常数变易法．

拉格朗日对代数和数论曾作出过杰出贡献．他是最早意识到一般五次和一般更高次

的代数方程不存在根式求解法的数学家之一．他的《关于方程的代数解的研究》开辟了代

数发展的新时期．

拉格朗日最得意的著作是《分析力学》，撰写这部巨著，他倾注了大量的智慧和精力，

整整经历了３７个春秋．在这部著作中，他利用变分原理建立了优美、和谐的力学体系，把

宇宙描绘成为由数字和方程组成的有节奏的旋律．这部著作里的精辟论述，使动力学这门

科学达到了登峰造极的地步，它还把固体力学和流体力学这两个分支统一了起来，从而奠

定了现代力学的基础．哈密顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）把这部著作誉之为一部“科学诗篇”．

近百年来，数学领域的许多成就都可以直接或间接地溯源于拉格朗日的工作．所以他

在数学史上被认为是对分析数学的发展产生全面影响的数学家之一，被誉为“欧洲最伟大

的数学家”．
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第四章 犆犎犃犘犜犈犚４

不定积分

　　通过学习导数与微分，知道了求导是一种运算，它的被运算对象是函

数．在以前也学过很多的运算，例如，加、减、乘、除、乘方、开方、指数、对数

等，如果将求导运算与这些很熟悉的运算相类比，观察这些运算关系，不

难发现它们都成对出现，而且每对都是互为逆运算．那么，求导运算是否

有逆运算？它的逆运算是什么？

第一节　原函数与不定积分

一、原函数

引例１　某物体由静止开始作自由落体运动，已知在时刻狋的瞬时速

度为狏（狋）＝犵狋，求在最初的３ｓ中下落的距离．

分析　设此作自由落体运动的物体的运动路程函数为狊＝狊（狋），由于

在时刻狋的瞬时速度为狏（狋）＝犵狋，即

狊′（狋）＝狏（狋）＝犵狋．

要求最初的３ｓ中下落的距离，需先求运动路程函数狊＝狊（狋）．

引例２　已知某曲线经过点（０，１），且其上任意一点处的切线斜率等

于该点处横坐标的两倍，求该曲线的方程．

分析　设所求的曲线方程为狔＝犉（狓），由导数的几何意义知曲线上


























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
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任意一点（狓，狔）处的切线的斜率为：
ｄ狔

ｄ狓
＝２狓，即有犉′（狓）＝２狓．

以上两个引例都可以归纳为已知一个函数犉（狓）的导数犳（狓），即犉′（狓）＝犳（狓），求

原来的函数犉（狓）的问题．显然这就是导数运算的逆运算．

定义４．１　设函数犳（狓）是定义在区间（犪，犫）内的已知函数，如果存在函数犉（狓），使

对于任意的狓∈（犪，犫），都有

犉′（狓）＝犳（狓）　　 或 　　ｄ犉（狓）＝犳（狓）ｄ狓，

则称犉（狓）是函数犳（狓）（在区间（犪，犫）内）的一个原函数．

显然，引例１求自由落体运动的距离就要先求符合条件狊′（狋）＝狏（狋）的一个原函数

狊＝狊（狋）．

因为
１

２
犵狋

２（ ）′＝犵狋，所以１２犵狋
２ 是犵狋的原函数，

１

２
犵狋

２
＋１（ ）′＝犵狋，所以１２犵狋

２
＋１是犵狋的原函数，

１

２
犵狋

２
＋犆（ ）′＝犵狋，所以１２犵狋

２
＋犆是犵狋的原函数 （犆是任意常数），

即 狊（狋）＝
１

２
犵狋

２
＋犆 （犆是任意常数）．

将已知条件狊（０）＝０代入上式，得犆＝０，所以狊（狋）＝
１

２
犵狋

２，于是狊（３）＝
１

２
犵×３

２
≈

４４．１（ｍ）．

引例２所求曲线方程为狔＝犉（狓），就要先求２狓的一个原函数．

因为 （狓
２
＋犆）′＝２狓，所以狓

２
＋犆是２狓 的原函数（犆是任意常数），则

犉（狓）＝狓
２
＋犆 （犆是任意常数）．

将点（０，１）代入得犉（狓）＝狓
２
＋１．

由以上两例可以看出，如果函数有一个原函数，则原函数有无穷多个，并且每个原函

数之间只相差一个常数犆，实际上若犉（狓）是犳（狓）的原函数，即犉′（狓）＝犳（狓），则

［犉（狓）＋犆］′＝犳（狓），即犉（狓）＋犆也是犳（狓）的原函数．

二、不定积分

定义４．２　函数犳（狓）的全体原函数叫做犳（狓）的不定积分，记作：

∫犳（狓）ｄ狓，
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其中 “∫”称为积分号，犳（狓）称为被积函数，犳（狓）ｄ狓 称为被积表达式，狓 称为积分
变量．

由定义４．２知，如果犉（狓）是犳（狓）的一个原函数，那么犉（狓）＋犆 就是犳（狓）的不定

积分，即

∫犳（狓）ｄ狓＝犉（狓）＋犆　（犆为积分常数）．

注：（１）“∫”为积分号，是积分运算的标识符号．

（２）整个∫犳（狓）ｄ狓 是一种数学语言，称为犳（狓）的不定积分，并不意味着∫乘

以犳（狓）ｄ狓．

（３）不定积分是求导的逆运算．

（４）∫犳（狓）ｄ狓 是犳（狓）的全体原函数，是函数的集合，因此不定积分的结果中不能漏
写任意常数犆．

（５）求一个函数的不定积分只要求出它的一个原函数，再加上一任意常数就行了．

例１　求∫狓
２
ｄ狓．

解　因为
狓
３

３（ ）′＝狓２，所以狓
３

３
是狓

２ 的一个原函数．因此

∫狓
２
ｄ狓＝

狓
３

３
＋犆．

例２　求∫ｃｏｓ狓ｄ狓．
解　因为 （ｓｉｎ狓）′＝ｃｏｓ狓，所以ｓｉｎ狓 是ｃｏｓ狓 的一个原函数．因此

∫ｃｏｓ狓ｄ狓＝ｓｉｎ狓＋犆．

例３　求∫
１

狓
ｄ狓．

解　当狓＞０时，因为（ｌｎ狓）′＝
１

狓
，所以ｌｎ狓是

１

狓
在（０，＋∞）内的原函数，因此在

（０，＋∞）内，有

∫
１

狓
ｄ狓＝ｌｎ狓＋犆．
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当狓 ＜０时，因为

［ｌｎ（－狓）］′＝
１

－狓
·（－１）＝

１

狓
，

　课堂练习４．１

所以ｌｎ（－狓）是
１

狓
在（－∞，０）内的原函数，因此在（－∞，０）内有

∫
１

狓
ｄ狓＝ｌｎ（－狓）＋犆．

把以上结果综合起来，得

　图４ １

∫
１

狓
ｄ狓＝ｌｎ狘狓狘＋犆．

三、不定积分的几何意义

若犉（狓）是犳（狓）的一个原函数，从几何图形

上看，狔＝犉（狓）表示一条确定的曲线，称之为

犳（狓）的一条积分曲线．由于犆 的任意性，所以狔＝

犉（狓）＋犆表示的是一簇积分曲线，这簇积分曲线

可以由其中任意一条曲线沿着狔 轴向上或向下平

移而得到．因此，在横坐标相同处所有积分曲线的

切线彼此平行，这些切线有相同的斜率犉′（狓０），如

图４ １所示．

习题４．１

犃

１．利用定义计算下列不定积分．

（１）∫ｓｉｎ狓ｄ狓；　　　　　（２）∫２
狓
ｄ狓；　　　　　（３）∫狓

５
ｄ狓．

２．解下列问题．

（１）若曲线经过点（２，１），且曲线上任意一点处切线的斜率等于该点横坐标的三

倍，求曲线的方程．

（２）一物体由静止开始运动，经过狋秒后的速度为狋
２（单位：ｍ／ｓ），求物体的运动

方程．
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习题４．１

参考答案

犅

１．利用定义计算下列不定积分．

（１）∫
１

１－狓槡
２
ｄ狓；　　　　　　　（２）∫

１

１＋狓
２
ｄ狓．

２．一物体由静止开始运动，经过狋秒后的速度为３狋
２（单位：ｍ／ｓ），求：

（１）物体的运动方程；

（２）５ｓ末物体离开出发点的距离．

第二节　直接积分法

在第一节中学习了不定积分的概念，那么如何求不定积分呢？先从不定积分的运算

法则开始学习．

一、不定积分的运算法则

根据不定积分的定义和求导的运算法则，可以得到如下不定积分的运算法则．

法则４．１　由不定积分运算与求导数或微分互为逆运算的关系有：

（∫犳（狓）ｄ狓）′＝犳（狓）　　或　　ｄ∫犳（狓）ｄ狓＝犳（狓）ｄ狓，

即不定积分的导数（或微分）等于被积函数（或被积表达式）．

∫犉′（狓）ｄ狓＝犉（狓）＋犆　　或　　∫ｄ犉（狓）＝犉（狓）＋犆，

即函数犉（狓）的导数（或微分）的不定积分等于函数族犉（狓）＋犆．

法则４．２　被积函数中不为零的常数因子可以移到积分号的前面：

∫犽犳（狓）ｄ狓＝犽∫犳（狓）ｄ狓，犽是常数且犽≠０．

法则４．３　两个函数的和（或差）的不定积分等于各函数不定积分的和（或差），即

∫［犳（狓）±犵（狓）］ｄ狓＝∫犳（狓）ｄ狓±∫犵（狓）ｄ狓．



第四章
不定积分

９５　　　

法则４．３可推广到狀个（有限）函数，即狀个函数的代数和的不定积分等于狀个函数

不定积分的代数和：

∫［犳１（狓）＋犳２（狓）＋…＋犳狀（狓）］ｄ狓＝∫犳１（狓）ｄ狓＋∫犳２（狓）ｄ狓＋…＋∫犳狀（狓）ｄ狓．

不定积分的运算法则的证明思路很简单，只要等式右端求导为左端的被积函数即可．

以法则４．３为例：

证明　

（∫犳（狓）ｄ狓±∫犵（狓）ｄ狓）′＝（∫犳（狓）ｄ狓）′±（∫犵（狓）ｄ狓）′＝犳（狓）±犵（狓）．

故 ∫［犳（狓）±犵（狓）］ｄ狓＝∫犳（狓）ｄ狓±∫犵（狓）ｄ狓．

例１　求下列不定积分．

（１）∫（２ｃｏｓ狓－狓
２）ｄ狓；　　　（２）∫

３

狓
＋２狓－

１

１＋狓
２（ ）ｄ狓．

解　（１）∫（２ｃｏｓ狓－狓
２）ｄ狓＝∫２ｃｏｓ狓ｄ狓－∫狓

２
ｄ狓＝２ｓｉｎ狓－

１

３
狓
３
＋犆．

（２）∫
３

狓
＋２狓－

１

１＋狓
２（ ）ｄ狓＝３∫

１

狓
ｄ狓＋∫２狓ｄ狓－∫

１

１＋狓
２
ｄ狓

＝３ｌｎ狘狓狘＋狓
２
－ａｒｃｔａｎ狓＋犆．

由以上例题可以看出，不定积分的运算法则可以把比较复杂的不定积分转化为简单的诸

如基本初等函数的不定积分，因此一些基本初等函数不定积分公式就成为求不定积分的基础．

二、不定积分的基本积分公式

因为不定积分与求导互为逆运算，所以我们可以根据求导公式得到对应的积分公式，

例如因为
１

犪＋１
狓
犪＋１（ ）′＝ １

犪＋１
×（犪＋１）狓

犪
＝狓

犪，所以∫狓
犪
ｄ狓＝

１

犪＋１
狓
犪＋１
＋犆，类似

地可以得到其他公式，下面给出了基本积分公式和基本求导公式（见表４ １）．

表４ １

基本积分公式 基本求导公式

（１）∫犽ｄ狓 ＝犽狓＋犆（犽为常数）； （１）（犽狓）′＝犽；

（２）∫狓
犪
ｄ狓＝

１

犪＋１
狓
犪＋１
＋犆 （犪≠－１）； （２）（狓

犪）′＝犪狓
犪－１；
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续　表

基本积分公式 基本求导公式

（３）∫
１

狓
ｄ狓 ＝ｌｎ狘狓狘＋犆； （３）（ｌｎ狓）′＝

１

狓
；

（４）∫犪
狓
ｄ狓 ＝

１

ｌｎ犪
犪
狓
＋犆； （４）（犪

狓）′＝犪
狓
ｌｎ犪；

（５）∫ｅ
狓
ｄ狓 ＝ｅ

狓
＋犆； （５）（ｅ

狓）′＝ｅ
狓；

（６）∫ｓｉｎ狓ｄ狓 ＝ －ｃｏｓ狓＋犆； （６）（ｃｏｓ狓）′＝ －ｓｉｎ狓；

（７）∫ｃｏｓ狓ｄ狓 ＝ｓｉｎ狓＋犆； （７）（ｓｉｎ狓）′＝ｃｏｓ狓；

（８）∫ｓｅｃ
２
狓ｄ狓 ＝ｔａｎ狓＋犆； （８）（ｔａｎ狓）′＝ｓｅｃ

２
狓；

（９）∫ｃｓｃ
２
狓ｄ狓 ＝ －ｃｏｔ狓＋犆； （９）（ｃｏｔ狓）′＝ －ｃｓｃ

２
狓；

（１０）∫ｓｅｃ狓ｔａｎ狓ｄ狓 ＝ｓｅｃ狓＋犆； （１０）（ｓｅｃ狓）′＝ｔａｎ狓ｓｅｃ狓；

（１１）∫ｃｓｃ狓ｃｏｔ狓ｄ狓 ＝ －ｃｓｃ狓＋犆； （１１）（ｃｓｃ狓）′＝ －ｃｏｔ狓ｃｓｃ狓；

（１２）∫
１

１－狓槡
２
ｄ狓 ＝ａｒｃｓｉｎ狓＋犆； （１２）（ａｒｃｓｉｎ狓）′＝

１

１－狓槡
２

；

（１３）∫
１

１＋狓
２
ｄ狓 ＝ａｒｃｔａｎ狓＋犆； （１３）（ａｒｃｔａｎ狓）′＝

１

１＋狓
２
；

补充： 因为：

∫０ｄ狓 ＝犆，∫１ｄ狓 ＝∫ｄ狓 ＝狓＋犆 （犆）′＝０，（狓）′＝１

　　注：（１）基本积分公式和基本初等函数的求导公式是相互联系的，可以看到：被积函

数恰好是对应求导公式右端的导函数，因而应将以上公式和相应的求导公式联系起来，便

于对比学习．

（２）对基本积分公式要熟记，这是求积分的最基本工具．

三、直接积分法

直接利用基本积分公式和简单运算法则，或对被积函数作适当的变形后再利用基本
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积分公式和运算法则求不定积分的方法，称为直接积分法．

例２　求∫（４狓
３
－２狓

２
＋５狓＋３）ｄ狓．

解

　∫（４狓
３
－２狓

２
＋５狓＋３）ｄ狓

＝∫４狓
３
ｄ狓－∫２狓

２
ｄ狓＋∫５狓ｄ狓＋∫３ｄ狓

＝４∫狓
３
ｄ狓－２∫狓

２
ｄ狓＋５∫狓ｄ狓＋３∫ｄ狓

＝４·
狓
４

４
－２·

狓
３

３
＋５·

狓
２

２
＋３狓＋犆

＝狓
４
－
２

３
狓
３
＋
５

２
狓
２
＋３狓＋犆．

值得注意的是，等式右端的每个不定积分都有一个任意常数，有限个任意常数的代数

和还是一个任意常数，所以上式只写一个任意常数．

有些函数看上去不能利用基本积分公式和运算性质进行直接积分，但经过化简或恒

等变形，也可以直接进行积分．

例３　求下列不定积分．

（１）∫２
狓·ｅ

狓
ｄ狓；　　　　　　　　（２）∫狓＋

１

狓（ ）
２

ｄ狓；

（３）∫ｔａｎ
２
狓ｄ狓．

解　（１）∫２
狓·ｅ

狓
ｄ狓＝∫（２ｅ）

狓

ｄ狓＝
（２ｅ）

狓

ｌｎ（２ｅ）
＋犆＝

（２ｅ）
狓

ｌｎ２＋１
＋犆．

（２）∫狓＋
１

狓（ ）
２

ｄ狓＝∫狓
２
＋２＋

１

狓
２（ ）ｄ狓＝１３狓３＋２狓－

１

狓
＋犆．

（３）因为

ｔａｎ
２
狓＝

ｓｉｎ
２
狓

ｃｏｓ
２
狓
＝
１－ｃｏｓ

２
狓

ｃｏｓ
２
狓

＝
１

ｃｏｓ
２
狓
－１＝ｓｅｃ

２
狓－１，

所以 ∫ｔａｎ
２
狓ｄ狓＝∫（ｓｅｃ

２
狓－１）ｄ狓＝ｔａｎ狓－狓＋犆．

　课堂练习４．２

在以上函数的变形中，三角函数的恒等变换是比较灵活的，所以一定要

先掌握好一些常用的三角恒等变换公式，如倍角公式、降幂公式等．

例４　求∫
狓＋槡狓 ＋３狓

２

狓
ｄ狓．
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解　

　∫
狓＋槡狓 ＋３狓

２

狓
ｄ狓＝∫

狓

狓
＋
槡狓

狓
＋
３狓

２

狓（ ）ｄ狓
＝∫ｄ狓＋∫狓

－
１

２
ｄ狓＋∫３狓ｄ狓＝狓＋２狓

１

２
＋
３

２
狓
２
＋犆．

例５　求∫
狓
２

１＋狓
２
ｄ狓．

解　

　　　　∫
狓
２

１＋狓
２
ｄ狓＝∫

１＋狓
２
－１

１＋狓
２
ｄ狓＝∫１－

１

１＋狓
２（ ）ｄ狓

＝∫ｄ狓－∫
１

１＋狓
２
ｄ狓＝狓－ａｒｃｔａｎ狓＋犆．

习题４．２

习题４．２

参考答案

犃

求下列不定积分．

（１）∫
１

狓
２
ｄ狓；　　　　　　　　　　　　（２）∫狓槡狓ｄ狓；

（３）∫（狓
３
＋狓＋１）ｄ狓； （４）∫（２狓－１）

２
ｄ狓；

（５）∫３
狓
＋
２

狓（ ）ｄ狓； （６）∫
ｃｏｓ２狓

ｃｏｓ
２
狓ｓｉｎ

２
狓
ｄ狓；

（７）∫犪
狓
ｅ
狓
ｄ狓．

犅

求下列不定积分．

（１）∫
２

１＋狓
２
＋

３

１－狓槡
２（ ）ｄ狓； （２）∫

（１＋２狓）
２

槡狓
ｄ狓；

（３）∫
１＋狓槡

２

１－狓槡
４
ｄ狓； （４）∫ｓｉｎ

２ 狓

２
ｄ狓；

（５）∫
１

狓
２（１＋狓

２）
ｄ狓．
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第三节　换元积分法

用直接积分法虽然求出了一些函数的不定积分，但是能利用直接积分法计算的不定

积分是十分有限的，最多只能解决一些被积函数由基本积分表中的函数通过代数运算而

得到的初等函数的积分，那么，对于被积函数是复合函数或含复合函数的初等函数，应如

何积分呢？

一、第一换元积分法（凑微分法）

由于不定积分是求导的逆运算，我们先从求导开始研究．

引例１　求犳（狓）＝ｅ
狓
２

的导数．

分析　根据复合函数的求导法则有

（ｅ
狓
２

）′＝ｅ
狓
２

（狓
２）′＝ｅ

狓
２

·２狓．

我们把它改写成积分式子如下：

∫ｅ
狓
２

·２狓ｄ狓＝∫ｅ
狓
２

（狓
２）′ｄ狓＝∫ｅ

狓
２

ｄ狓
２
＝ｅ

狓
２

＋犆．

观察引例１：被积函数含有复合函数，在积分时先把被积函数分成两部分，一部分是

中间变量φ（狓）的函数犳［φ（狓）］（引例中φ（狓）＝狓
２），另一部分是中间变量φ（狓）的导数

φ′（狓）；然后将φ′（狓）ｄ狓 凑成ｄφ（狓）；最后，把∫犳［φ（狓）］ｄφ（狓）跟基本公式∫犳（狓）ｄ狓＝
犉（狓）＋犆对照，直接积分．这种方法称为凑微分法．

定理４．１　设函数狌＝φ（狓）可微，且∫犳（狌）ｄ狌＝犉（狌）＋犆，则有

∫犳［φ（狓）］φ′（狓）ｄ狓＝∫犳［φ（狓）］ｄφ（狓）＝犉［φ（狓）］＋犆．

由复合函数的求导法则可以验证定理４．１的正确性（证明从略），利用该定理４．１计

算不定积分的方法称为凑微分法．

例１　求∫ｃｏｓ３狓ｄ狓．



１００　　

解

　∫ｃｏｓ３狓ｄ狓 　　　　　　　　　　　　对照公式：“∫ｃｏｓ狓ｄ狓＝ｓｉｎ狓＋犆”

＝
１

３∫ｃｏｓ（３狓）ｄ（３狓）　　　　　　　　　“凑微分”

＝
１

３
ｓｉｎ３狓＋犆．　　　　　　　　　 　“求积分”

例２　求∫（２狓－１）
１０
ｄ狓．

分析　对照公式：“∫狓
１０
ｄ狓＝

１

１１
狓
１１
＋犆”．

解　∫（２狓－１）
１０
ｄ狓＝

１

２∫（２狓－１）
１０·２ｄ狓＝

１

２∫（２狓－１）
１０
ｄ（２狓－１）

＝
（２狓－１）

１１

２２
＋犆．

由以上例题可见，凑微分法的关键是凑出中间变量φ（狓）的微分ｄφ（狓），技巧性很强，

对于初学者而言凑微分比较难，但是如果能从解题过程中归纳出一些规律，就可以化难为

易．这里按照常见的被积函数中导数关系的特点，给出一些常见的凑微分形式：

（１）∫犳（犪狓＋犫）ｄ狓＝
１

犪∫犳（犪狓＋犫）ｄ（犪狓＋犫）．

（２）∫犳（槡狓）
１

槡狓
ｄ狓＝２∫犳（槡狓）ｄ（槡狓）．

（３）∫犳
１

狓（ ）１
狓
２
ｄ狓＝－∫犳

１

狓（ ）ｄ １狓（ ）．

（４）∫犳（ａｒｃｔａｎ狓）
１

１＋狓
２
ｄ狓＝∫犳（ａｒｃｔａｎ狓）ｄ（ａｒｃｔａｎ狓）．

（５）∫犳（ｌｎ狓）
１

狓
ｄ狓＝∫犳（ｌｎ狓）ｄ（ｌｎ狓）．

（６）∫犳（ｔａｎ狓）ｓｅｃ
２
狓ｄ狓＝∫犳（ｔａｎ狓）ｄ（ｔａｎ狓）．

（７）∫犳（ｅ
狓）ｅ

狓
ｄ狓＝∫犳（ｅ

狓）ｄ（ｅ
狓）．

（８）∫犳（ａｒｃｓｉｎ狓）
１

１－狓槡
２
ｄ狓＝∫犳（ａｒｃｓｉｎ狓）ｄ（ａｒｃｓｉｎ狓）．

熟记以上的结论并在解题时体会尝试，可以进一步理解凑微分法的思想，提高解题速度．

例３　求下列不定积分．
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（１）∫
ｌｎ狓

狓
ｄ狓；　　　　　　　　　　（２）∫

ｄ狓

４＋狓
２
．

解　（１）∫
ｌｎ狓

狓
ｄ狓＝∫ｌｎ狓·

１

狓
ｄ狓＝∫ｌｎ狓ｄ（ｌｎ狓）＝

（ｌｎ狓）
２

２
＋犆．

（２）∫
ｄ狓

４＋狓
２
＝
１

４∫
ｄ狓

１＋
狓

２（ ）
２
＝
１

２∫
ｄ
狓

２（ ）
１＋

狓

２（ ）
２
＝
１

２
ａｒｃｔａｎ

狓

２
＋犆．

一般地

∫
ｄ狓

犪
２
＋狓

２
＝
１

犪
２∫

ｄ狓

１＋
狓

犪（ ）
２
＝
１

犪∫
ｄ
狓

犪（ ）
１＋

狓

犪（ ）
２
＝
１

犪
ａｒｃｔａｎ

狓

犪
＋犆．

在凑微分后若令狌＝φ（狓），则∫犳［φ（狓）］ｄφ（狓）＝∫犳（狌）ｄ狌，利用不定积分的基本公

式积分得∫犳（狌）ｄ狌＝犉（狌）＋犆，再回代狌＝φ（狓）可求得积分：

∫犳［φ（狓）］ｄφ（狓）＝∫犳（狌）ｄ狌＝犉（狌）＋犆＝犉［φ（狓）］＋犆．

因此凑微分法也称第一换元积分法．

例４　求∫
１

狓
２
ｅ

１

狓
ｄ狓．

解　设
１

狓
＝狌，ｄ狓＝－

１

狌
２
ｄ狌，有

　课堂练习４．３

∫
１

狓
２
ｅ

１

狓
ｄ狓＝∫狌

２
ｅ
狌
－
１

狌
２（ ）ｄ狌＝－∫ｅ狌ｄ狌＝－ｅ狌 ＋犆＝－ｅ

１

狓
＋犆．

第一换元积分法的关键是找到狌＝φ（狓），显然φ（狓）为复合函数的里

层函数．在对换元法熟悉后，常略去中间的换元步骤，直接凑微分后积分

即可．

二、第二换元积分法

在第一换元积分法中，作变换狌＝φ（狓），把积分∫犳［φ（狓）］·φ′（狓）ｄ狓变成∫犳（狌）ｄ狌

后再直接积分．而有一类函数需要作以上相反的变换，令狓＝φ（狋），把∫犳（狓）ｄ狓 化成
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∫犳［φ（狋）］φ′（狋）ｄ狋的形式以后再进行积分运算．

引例２　求∫
１

１＋槡狓
ｄ狓．

分析　该积分的被积函数中含有根号，无现成的公式可用，可以引入新变量，消去根

号后再积分．

解　令狋＝槡狓，则狓＝狋
２，ｄ狓＝２狋ｄ狋，代入得

∫
１

１＋槡狓
ｄ狓＝∫

２狋

１＋狋
ｄ狋＝２∫１－

１

１＋狋（ ）ｄ狋＝２∫ｄ狋－２∫
１

１＋狋
ｄ（狋＋１）

＝２狋－２ｌｎ（１＋狋）＋ 犆
回代狋＝槡狓

２槡狓 －２ｌｎ（１＋槡狓）＋犆．

一般地，可归纳得到下面的定理．

定理４．２　设狓＝φ（狋）单调可导，且φ′（狋）≠０，又设犳［φ（狋）］·φ′（狋）具有原函数

犉（狋），则有

∫犳（狓）ｄ 狓
令狓＝φ（狋）

∫犳［φ（狋）］·φ′（狋）ｄ狋＝犉（狋）＋ 犆
狋＝φ

－１（狓）

犉［φ
－１（狓）］＋犆．

其中狋＝φ
－１（狓）为狓＝φ（狋）的反函数．通常把用这种求积分的方法称为第二换元积分法．

例５　求下列不定积分．

（１）∫
狓－槡 ４

狓
ｄ狓；　　　　　　　　　（２）∫４－狓槡

２
ｄ狓．

解　（１）令 狓－槡 ４＝狋，则狓＝狋
２
＋４，ｄ狓＝２狋ｄ狋，于是

∫
狓－槡 ４

狓
ｄ狓＝∫

狋

狋
２
＋４

·２狋ｄ狋＝２∫
狋
２

狋
２
＋４
ｄ狋＝２∫

狋
２
＋４－４

狋
２
＋４

ｄ狋

＝２∫１－
４

狋
２
＋２

２（ ）ｄ狋＝２狋－２ａｒｃｔａｎ狋２（ ）＋犆

＝２ 狓－槡 ４－２ａｒｃｔａｎ
狓－槡 ４

２（ ）＋犆．

（２）设狓＝２ｓｉｎ狋－
π

２
≤狋≤

π

２（ ），则ｄ狓＝２ｃｏｓ狋ｄ狋，狋＝ａｒｃｓｉｎ狓２，

∫４－狓槡
２
ｄ狓＝∫２

２
－（２ｓｉｎ狋）槡

２
２ｃｏｓ狋ｄ狋

＝４∫狘ｃｏｓ狋狘ｃｏｓ狋ｄ狋＝４∫ｃｏｓ
２
狋ｄ狋

＝２∫（１＋ｃｏｓ２狋）ｄ狋＝２（∫ｄ狋＋∫ｃｏｓ２狋ｄ狋）
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＝２狋＋
１

２
ｓｉｎ２狋（ ）＋犆

＝２狋＋ｓｉｎ２狋＋犆

＝２ａｒｃｓｉｎ
狓

２
＋
狓

２
４－狓槡

２
＋犆．

通常情况下第二换元积分法可以解决如下两类问题．

（１）根式代换

当被积函数中含有
狀

犪狓＋槡 犫的形式，我们可以直接令
狀

犪狓＋槡 犫＝狋或狓＝
１

犪
（狋
狀
－犫）．

（２）三角代换

当被积函数中含有 犪
２
－狓槡

２ 或 狓
２
－犪槡

２ 时，我们采用三角代换．

一般常用的三角代换有下列三种：

① 被积函数中含有 犪
２
－狓槡

２，令狓＝犪ｓｉｎ狋或狓＝犪ｃｏｓ狋；

② 被积函数中含有 犪
２
＋狓槡

２，令狓＝犪ｔａｎ狋或狓＝犪ｃｏｔ狋；

③ 被积函数中含有 狓
２
－犪槡

２，令狓＝犪ｓｅｃ狋或狓＝犪ｃｓｃ狋．

习题４．３

犃

求下列不定积分．

（１）∫ｓｉｎ２狓ｄ狓；　　　　　　　　　　　　（２）∫ｅ
２狓＋３
ｄ狓；

（３）∫（２狓－１）
５
ｄ狓；　　 （４）∫ｓｉｎ

３
狓ｃｏｓ狓ｄ狓；

（５）∫
１

狓ｌｎ
２
狓
ｄ狓；　　 （６）∫

狓

狓－槡 ３
ｄ狓；

（７）∫
ｄ狓

４－狓槡
２
．

犅

求下列不定积分．

（１）∫
１

２－３狓
ｄ狓；　 （２）∫

１

槡狓
ｅ槡
狓
ｄ狓；
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习题４．３

参考答案

（３）∫ｃｏｓ
３
狓ｄ狓；　　　　　　　　　　　（４）∫

狓
２

３＋狓
２
ｄ狓；

（５）∫
ｄ狓

槡狓 ＋
３

槡狓
； （６）∫

狓
２
－槡 ２

狓
ｄ狓；

（７）∫
ｄ狓

狓 狓
２
＋槡 ４

．

第四节　分部积分法

在第三节中我们在复合函数求导法则的基础上，得到了换元积分法，但对某些类型的

积分还不能方便地求得，如∫狓ｓｉｎ狓ｄ狓，∫狓ｅ
狓
ｄ狓，∫狓

２
ｌｎ狓ｄ狓 等．分部积分法常用于被积

函数是两种不同类型函数乘积的积分，为此，本节将在乘积的求导法则的基础上引出分部

积分法．

一、分部积分公式与分部积分法

设狌＝狌（狓），狏＝狏（狓）均具有连续的导数，由（狌狏）′＝狌′狏＋狌狏′，得狌狏′＝（狌狏）′－狌′狏，

两边积分，有

∫狌狏′ｄ狓＝∫（狌狏）′ｄ狓－∫狌′狏ｄ狓，

即 ∫狌ｄ狏＝狌狏－∫狏ｄ狌，

称上式为分部积分公式，使用分部积分公式求不定积分的方法称为分部积分法．分部积分

法的核心是将不易求出的积分∫狌ｄ狏 转化为较易求出的积分∫狏ｄ狌，而关键是把积分

∫犳（狓）ｄ狓 写成∫狌ｄ狏的形式，即恰当地选取狌＝狌（狓），狏＝狏（狓），使积分∫狏ｄ狌 比积分

∫狌ｄ狏容易求出．

例１　求∫狓ｓｉｎ狓ｄ狓 ．
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解　设狌＝狓，ｄ狏＝ｓｉｎ狓ｄ狓，则ｄ狌＝ｄ狓，狏＝－ｃｏｓ狓，由分部积分公式有

∫狓ｓｉｎ狓ｄ狓＝∫狌ｄ狏＝狌狏－∫狏ｄ狌＝－狓ｃｏｓ狓－∫（－ｃｏｓ狓）ｄ狓

＝－狓ｃｏｓ狓＋∫ｃｏｓ狓ｄ狓＝－狓ｃｏｓ狓＋ｓｉｎ狓＋犆．

如果没有分部积分公式，狓ｓｉｎ狓是无论如何也积不出来的．一般来说：

狓
狀
ｌｎ狓，狓

狀
ｓｉｎ犫狓，狓

狀
ｃｏｓ犫狓，狓

狀
ｅ
狓，狓

狀
ａｒｃｓｉｎ犪狓，狓

狀
ａｒｃｔａｎ犫狓

等由两个函数乘积构成的不定积分要应用分部积分公式积分．

但是还有一个问题，在例１中若选取狌＝ｓｉｎ狓，ｄ狏＝狓ｄ狓，则结果会怎么样呢？

选取狌＝ｓｉｎ狓，ｄ狏＝狓ｄ狓，则

ｄ狌＝ｃｏｓ狓ｄ狓，狏＝
狓
２

２
，

由分部积分公式有

∫狓ｓｉｎ狓ｄ狓＝
狓
２

２
ｓｉｎ狓－∫

狓
２

２
ｃｏｓ狓ｄ狓

这样新得到的积分∫
１

２
狓
２
ｓｉｎ狓ｄ狓 反而比原积分∫狓ｃｏｓ狓ｄ狓 更难求了．

由此可见在分部积分法中，狌＝狌（狓）和ｄ狏＝ｄ狏（狓）的选择不是任意的，如果选取不

当，就得不出结果．在通常情况下，按以下两个原则选择狌＝狌（狓）和ｄ狏＝ｄ狏（狓）：

（１）狏（狓）要容易求，这是使用分部积分公式的前提．

（２）∫狏ｄ狌要比∫狌ｄ狏容易求出，这是使用分部积分公式的目的．

二、分部积分法的应用

分部积分法的关键是狌，狏的选择，怎样选取狌，狏才能使得不定积分运算过程简单呢？

１．∫狓
狀
ｓｉｎ犪狓ｄ狓，∫狓

狀
ｃｏｓ犪狓ｄ狓，∫狓

狀
ｅ
犪狓
ｄ狓（狀为正整数）类型的积分

一般设狌＝狓
狀，而被积表达式的其余部分设为ｄ狏，如本节的例１和例２．

例２　求∫狓ｅ
狓
ｄ狓．

解　设狌＝狓，ｄ狏＝ｅ
狓
ｄ狓，则狏＝ｅ

狓，于是

∫狓ｅ
狓
ｄ狓＝∫狓ｄｅ

狓
＝狓ｅ

狓
－∫ｅ

狓
ｄ狓＝狓ｅ

狓
－ｅ

狓
＋犆．

２．∫狓
犿
ｌｎ狓ｄ狓，∫狓

犿
ａｒｃｓｉｎ狓ｄ狓，∫狓

犿
ａｒｃｔａｎ狓ｄ狓（犿 ≠－１，犿 为整数）类型的积分
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一般设ｄ狏＝狓
犿，被积表达式的其余部分设为狌＝狓

狀，如本节的例３、例４．

例３　求∫狓
２
ｌｎ狓ｄ狓．

解　设狌＝ｌｎ狓，ｄ狏＝狓
２
ｄ狓，则狏＝

１

３
狓
３，于是

∫狓
２
ｌｎ狓ｄ狓＝

１

３∫ｌｎ狓ｄ狓
３
＝
１

３
狓
３
ｌｎ狓－

１

３∫狓
３
ｄ（ｌｎ狓）

＝
１

３
狓
３
ｌｎ狓－

１

３∫狓
２
ｄ狓＝

１

３
狓
３
ｌｎ狓－

１

９
狓
３
＋犆．

例４　求∫狓ａｒｃｔａｎ狓ｄ狓．

解　∫狓ａｒｃｔａｎ狓ｄ狓＝∫ａｒｃｔａｎ狓ｄ
１

２
狓
２（ ）＝１２狓

２
ａｒｃｔａｎ狓－

１

２∫狓
２
ｄ（ａｒｃｔａｎ狓）

课堂思考４．１

＝
１

２
狓
２
ａｒｃｔａｎ狓－

１

２∫狓
２·

１

１＋狓
２
ｄ狓

＝
１

２
狓
２
ａｒｃｔａｎ狓－

１

２∫１－
１

１＋狓
２（ ）ｄ狓

＝
１

２
狓
２
ａｒｃｔａｎ狓－

１

２
（狓－ａｒｃｔａｎ狓）＋犆．

３．如果被积函数为指数函数与正（余）弦函数的乘积，可任选其一为狌，连续使用分部

积分法求得

例５　求∫ｅ
狓
ｓｉｎ狓ｄ狓．

解　∫ｅ
狓
ｓｉｎ狓ｄ狓＝∫ｅ

狓
ｄ（－ｃｏｓ狓）＝－ｅ

狓
ｃｏｓ狓＋∫ｅ

狓
ｃｏｓ狓ｄ狓

＝－ｅ
狓
ｃｏｓ狓＋∫ｅ

狓
ｄ（ｓｉｎ狓）＝－ｅ

狓
ｃｏｓ狓＋ｅ

狓
ｓｉｎ狓－∫ｅ

狓
ｓｉｎ狓ｄ狓，

由于上式第三项就是所求的积分∫ｅ
狓
ｓｉｎ狓ｄ狓 的负值，把它移到等式左边，得

２∫ｅ
狓
ｓｉｎ狓ｄ狓＝ｅ

狓（ｓｉｎ狓－ｃｏｓ狓）＋２犆，

故 ∫ｅ
狓
ｓｉｎ狓ｄ狓＝

１

２
ｅ
狓（ｓｉｎ狓－ｃｏｓ狓）＋犆．

４．有时求一个不定积分，需要将换元积分法和分部积分法结合起来使用

例６　求∫ｅ
槡狓ｄ狓．
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解　先去根号，设 槡狓 ＝狋，则狓＝狋
２，ｄ狓＝２狋ｄ狋，于是

∫ｅ
槡狓ｄ狓＝∫ｅ

狋·２狋ｄ狋＝２∫狋ｄｅ
狋
＝２狋ｅ

狋
－２∫ｅ

狋
ｄ狋

＝２狋ｅ
狋
－２ｅ

狋
＋犆＝２ｅ

槡狓（槡狓 －１）＋犆．

习题４．４

习题４．４

参考答案

犃

求下列不定积分．

（１）∫狓ｅ
－狓
ｄ狓；　　　　　　　　　　　　　（２）∫狓ｃｏｓ狓ｄ狓；

（３）∫狓·ｌｎ狓ｄ狓； （４）∫ｅ
狓
ｃｏｓ狓ｄ狓；

（５）∫ｃｏｓ槡狓ｄ狓．

犅

求下列不定积分．

（１）∫（狓＋１）ｃｏｓ狓ｄ狓；　　　　 （２）∫狓
２·ｓｉｎ狓ｄ狓；

（３）∫ｌｎ狓ｄ狓； （４）∫狓ｃｏｓ２狓ｄ狓；

（５）∫狓·ａｒｃｓｉｎ狓ｄ狓； （６）∫ｅ
２狓－槡 １
ｄ狓；

（７）∫
ｌｎ狓

狓
２
ｄ狓．

第五节　简易积分表的使用方法

积分的计算比导数的计算灵活、复杂．因而对于高等职业院校培养的应用型人才，当

在实际工作中遇到相关的求积分问题时，只要会查积分表或利用数学软件（拓展模块Ⅰ数

学实验将介绍）就行了．所谓积分表即把常用的积分公式汇集成的表，本书末附录Ⅲ即为
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积分表，以备读者查阅．

积分表是按照被积函数的类型来排列的．查表时，如果所求的积分与表中某个公式形

式完全相同，则可立即写出结果；如果所求的积分与表中公式不完全相同，这时就要设法

通过某种运算，把它化为表中某个公式的形式，从而得出结果．

先举几个可以直接从积分表中查得结果的例子．

例１　求∫
狓

（３狓＋５）
２
ｄ狓．

解　被积函数含有犪＋犫狓，在附录Ⅲ积分表（一）中查得公式７，即有

∫
狓

（犪＋犫狓）
２
ｄ狓＝

１

犫
２
ｌｎ狘犪＋犫狓狘＋

犪

犪＋犫狓（ ）＋犆．
现在犪＝５，犫＝３，于是

∫
狓

（５＋３狓）
２
ｄ狓＝

１

９
ｌｎ狘５＋３狓狘＋

５

５＋３狓（ ）＋犆．

例２　求∫
狓

８＋４狓－狓槡
２
ｄ狓．

解　被积函数含有 犪＋犫狓－犮狓槡
２，在附录Ⅲ积分表（九）中查得公式７８，即有

∫
狓ｄ狓

犪＋犫狓－犮狓槡
２
＝－

犪＋犫狓－犮狓槡
２

犮
＋

犫

２ 犮槡
３
ａｒｃｓｉｎ

２犮狓－犫

犫
２
＋４槡 犪犮

＋犆．

现在犪＝８，犫＝４，犮＝１，于是

∫
狓ｄ狓

８＋４狓－狓槡
２
＝－

８＋４狓－狓槡
２

１
＋

４

２ １槡
３
ａｒｃｓｉｎ

２狓－４

４
２
＋４×８×槡 １

＋犆

＝－ ８＋４狓－狓槡
２
＋２ａｒｃｓｉｎ

狓－２

２槡３
＋犆．

例３　求∫
ｄ狓

５－４ｃｏｓ狓
．

解　被积函数含有三角函数，在附录Ⅲ积分表（十一）中查得关于积分∫
ｄ狓

犪＋犫ｃｏｓ狓

的公式，但是公式有两个，要看犪
２
＞犫

２ 或犪
２
＜犫

２ 而决定采用哪一个．

现在犪＝５，犫＝－４，犪
２
＞犫

２，所以用公式１０５，即有

∫
ｄ狓

犪＋犫ｃｏｓ狓
＝

２

犪
２
－犫槡

２
ａｒｃｔａｎ

犪－犫

犪＋犫槡 ｔａｎ
狓

２（ ）＋犆 （犪２ ＞犫２）．
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于是

∫
ｄ狓

５－４ｃｏｓ狓
＝

２

５
２
－（－４）槡

２
ａｒｃｔａｎ

５－（－４）

５＋（－４）槡 ｔａｎ
狓

２（ ）＋犆

＝
２

３
ａｒｃｔａｎ３ｔａｎ

狓

２（ ）＋犆．
下面再举一个需要先进行变量代换，然后再查表求积分的例子．

例４　求∫
ｄ狓

狓 ４狓
２
＋槡 ９

．

解　这个积分不能在表中直接查到，需要先进行变量代换．

令２狓＝狌，则 ４狓
２
＋槡 ９＝ 狌

２
＋３槡

２，狓＝
狌

２
，ｄ狓＝

１

２
ｄ狌，于是

∫
ｄ狓

狓 ４狓
２
＋槡 ９

＝∫

１

２
ｄ狌

狌

２
狌
２
＋３槡

２

＝∫
ｄ狌

狌 狌
２
＋３槡

２
．

被积函数中含有 狌
２
＋３槡

２，在附录Ⅲ积分表（六）中查到公式４０．

∫
ｄ狓

狓 狓
２
＋犪槡

２
＝
１

犪
ｌｎ

狘狓狘

犪＋ 狓
２
＋犪槡

２
＋犆．

现在犪＝３，狓 相当于狌，于是

∫
ｄ狌

狌 狌
２
＋３槡

２
＝
１

３
ｌｎ

狘狌狘

３＋ 狌
２
＋３槡

２
＋犆．

再把狌＝２狓 代入，最后得到

∫
ｄ狓

狓 ４狓
２
＋槡 ９

＝
１

３
ｌｎ

狘２狓狘

３＋ ４狓
２
＋槡 ９

＋犆．

一般说来，把被积函数分类按类型查积分表就可以得到积分．但是，只有掌握了前面

学过的基本积分方法才能灵活使用积分表，而且对于一些比较简单的积分，有时应用基本

积分方法来计算比查表更快些．例如∫ｓｉｎ
２
狓ｃｏｓ

３
狓ｄ狓，用变换狌＝ｓｉｎ狓 很快可得到结果．

所以，求积分时，究竟是直接计算还是查表，或者两者结合使用，应作具体分析，不能一概

而论．

到现在为止，我们已经基本上学习了求不定积分的常用方法．但是必须注意，我们这
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里所谓“求”一个积分，其实质是要用初等函数把这个积分表示出来．在这种意义下，某些

初等函数尽管它们的原函数存在，却不一定能求出来．例如下列不定积分

∫ｅ
狓
２

ｄ狓，∫１－犽
２
ｓｉｎ

２
槡 狓ｄ狓，∫

ｄ狓

ｌｎ狓
，∫
ｓｉｎ狓

狓
ｄ狓．

在实际中要用其他方法解决，这里不一一介绍．

习题４．５

习题４．５

参考答案

犃

利用积分表求下列不定积分．

（１）∫
１

狓（５狓＋３）
ｄ狓；　　　　　　　　　（２）∫３＋４狓＋狓槡

２
ｄ狓；

（３）∫ｃｏｓ
狀
狓ｄ狓； （４）∫狓

２
ｌｎ

２
狓ｄ狓；

（５）∫
ｄ狓

４狓
２
－４狓－槡 ８

．

犅

利用积分表求下列不定积分．

（１）∫
ｄ狓

ｓｉｎ
４
狓
；　　　　 （２）∫

ｄ狓

狓
２
９狓

２
＋槡 ４

．

本 章 小 结

一、学习目标与要求

１．了解原函数、不定积分的概念及其运算性质．

２．掌握不定积分的基本公式．

３．掌握不定积分的换元法和分部积分法．

４．会用第二换元积分法（限于三角代换，根式代换），会查积分表．

二、本章主要内容

本章的主要内容是：原函数与不定积分的概念，不定积分基本公式和运算性质，不定

积分的第一、第二换元积分法，分部积分法，简易积分表的使用．
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１．原函数与不定积分

（１）原函数

设函数犳（狓）是定义在区间（犪，犫）内的已知函数，如果存在函数犉（狓），使对于任意的

狓 ∈ （犪，犫），都有

犉′（狓）＝犳（狓）　　 或 　　ｄ犉（狓）＝犳（狓）ｄ狓，

则称犉（狓）是函数犳（狓）（在区间（犪，犫）内）的一个原函数．

关于原函数的问题，还要说明两点：

① 原函数的存在问题：如果犳（狓）在某区间上连续，那么它的原函数一定存在（将在

第五章加以说明）．

② 原函数的一般表达式：若犉（狓）是犳（狓）的一个原函数，则犉（狓）＋犆是犳（狓）的全

部原函数，其中犆为任意常数．

（２）不定积分

若犉（狓）是犳（狓）在某区间上的一个原函数，则犳（狓）的全体原函数犉（狓）＋犆 （犆 为

任意常数）称为犳（狓）在该区间上的不定积分，记作∫犳（狓）ｄ狓，即

∫犳（狓）ｄ狓＝犉（狓）＋犆．

积分运算与微分运算之间有如下的互逆关系：

①∫犳（狓）ｄ狓［ ］′＝犳（狓）或ｄ∫犳（狓）ｄ狓［ ］＝犳（狓）ｄ狓，此式表明，先求积分再求导数
（或求微分），两种运算的作用相互抵消．

②∫犉′（狓）ｄ狓＝犉（狓）＋犆或∫ｄ犉（狓）＝犉（狓）＋犆，此式表明，先求导数（或求微分）再
求积分，两种运算的作用相互抵消后还留有积分常数犆．

需要注意的问题：一个函数的导函数是唯一的，而一个函数的原函数却有无数个，即

不定积分是函数的集合，因此在求积分时，一定不能忘记积分常数犆．

２．不定积分的基本积分公式

不定积分作为导数（或微分）的逆运算引入，因此，在学习不定积分的有关概念和基本

积分公式时，可以采取对比学习的方法，加深概念的理解、公式的记忆．

求导公式和基本积分公式不是一一对应的，如求导公式（ｌｏｇ犪狓）′＝
１

狓ｌｎ犪
，（ｌｎ狓）′＝

１

狓
两个公式被归入一个基本积分公式．（ａｒｃｓｉｎ狓）′＝

１

１－狓槡
２

，（ａｒｃｃｏｓ狓）′＝

－
１

１－狓槡
２

两个公式被归入一个基本积分公式．还有两组公式形式上有差异，∫狓
犪
ｄ狓＝
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１

犪＋１
狓
犪＋１
＋犆 （犪≠－１）与（狓

犪）′＝犪狓
犪－１；∫

１

狓
ｄ狓＝ｌｎ狘狓狘＋犆与（ｌｎ狓）′＝

１

狓
；值得

注意．

３．不定积分的运算性质

（１）积分对于函数的可加性，即

∫［犳（狓）＋犵（狓）］ｄ狓＝∫犳（狓）ｄ狓＋∫犵（狓）ｄ狓，

该性质可推广到有限个函数代数和的情况，即

∫［犳１（狓）±犳２（狓）±…±犳狀（狓）］ｄ狓＝∫犳１（狓）ｄ狓±∫犳２（狓）ｄ狓±…±∫犳狀（狓）ｄ狓．

（２）积分对于函数的齐次性，即

∫犽犳（狓）ｄ狓＝犽∫犳（狓）ｄ狓，犽≠０．

４．不定积分的几何意义

若犉（狓）是犳（狓）的一个原函数，从几何图形上看，狔＝犉（狓）表示一条确定的曲线，

称为犳（狓）的一条积分曲线．

由于犆的任意性，所以狔＝犉（狓）＋犆表示的是一簇积分曲线，这簇积分曲线可以由

其中任意一条曲线沿着狔轴向上或向下平移而得到．因此，在横坐标相同处所有积分曲线

的切线彼此平行，这些切线有相同的斜率．

５．求不定积分的基本方法

（１）直接积分法：直接利用基本积分公式或对被积函数作适当的变形后再利用基本

积分公式求不定积分的方法称为直接积分法．

（２）第一换元积分法：设函数狌＝φ（狓）上可微，且∫犳（狌）ｄ狌＝犉（狌）＋犆，则有

∫犳［φ（狓）］φ′（狓）ｄ狓＝∫犳［φ（狓）］ｄφ（狓）＝犉［φ（狓）］＋犆．

（３）第二换元积分法：设狓＝φ（狋）单调可导，且φ′（狋）≠０，又设犳［φ（狋）］·φ′（狋）具

有原函数犉（狋），则有

∫犳（狓）ｄ 狓
令狓＝φ（狋）

∫犳［φ（狋）］·φ′（狋）ｄ狋＝犉（狋）＋ 犆
狋＝φ

－１（狓）

犉［φ
－１（狓）］＋犆．

（４）分部积分法：设狌＝狌（狓），狏＝狏（狓）具有连续的导数，则

∫狌ｄ狏＝狌狏－∫狏ｄ狌．

不定积分的计算有较大的灵活性，困难很多，使用方法不当，有时计算量会很大甚至
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没有效果，因此要掌握各种方法解决问题的特点，在解题时，才能恰当地选用方法．第一换

元积分法能解决问题的特点是被积函数是复合函数或含有复合函数；第二换元积分法能

解决问题的特点是被积函数含有根号；分部积分法能解决问题的特点是被积函数能够表

示成两个函数的积，且形如下列类型：

狓
狀
ｌｎ狓，狓

狀
ｓｉｎ犫狓，狓

狀
ｃｏｓ犫狓，狓

狀
ｅ
狓，狓

狀
ａｒｃｓｉｎ犪狓，狓

狀
ａｒｃｔａｎ犫狓．

在实际解题时，根据函数形式的不同，可以按以下步骤思考：

（１）首先考虑能否用直接积分法．

（２）其次考虑能否用第一换元积分法（凑微分法）．

（３）再考虑能否用第二换元积分法．

（４）再考虑能否用分部积分法．

（５）能否综合应用和反复使用以上方法．

综合复习题四

犃

１．填空题．

（１）设
１

狓
是犳（狓）的一个原函数，则犳′（狓）＝　　　　　　．

（２）设∫犳（狓）ｄ狓＝ｃｏｓ
狓

２
＋犆，则犳（狓）＝　　　　　　．

（３）ｄ狓＝　　　　　ｄ（２－３狓）．

（４）通过点
π

６
，１（ ）的积分曲线狔＝∫ｓｉｎ狓ｄ狓 的方程是　　　　　　．

２．求下列不定积分．

（１）∫槡狓（狓－２）ｄ狓；　　　　　　　　　（２）∫狓·槡槡 狓ｄ狓；

（３）∫
狓
３
－２７

狓－３
ｄ狓； （４）∫ｅ

狓
１－

ｅ
－狓

狓
２（ ）ｄ狓；

（５）∫（ｓｉｎ狓＋ｃｏｓ２狓）ｄ狓； （６）∫（２
狓
＋ｅ

狓）２ｄ狓；

（７）∫
狓
４

１＋狓
２
ｄ狓； （８）∫

ｄ狓

１－２槡 狓

；

（９）∫犪
２狓
ｄ狓； （１０）∫

狓

１＋狓
２
ｄ狓；
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（１１）∫狓
２
３＋狓槡

３
ｄ狓； （１２）∫

犪

１

狓

狓
２
ｄ狓．

犅

１．填空题．

（１）ｓｉｎ
狓

３
ｄ狓＝　　　　ｄｃｏｓ

狓

３（ ）．
（２）∫

１

槡狓
ｅ槡
狓
ｄ狓＝　　　　　　　．

（３）若∫犳（狓）ｄ狓＝狓
２
ｅ
２狓
＋犆，则犳（狓）＝　　　　　　　　　　　．

（４）已知∫犳（狓）ｄ狓＝犉（狓）＋犆，则∫
犳（ｌｎ狓）

狓
ｄ狓＝　　　　　　　　．

（５）设ｓｉｎ２狓是犳（狓）的一个原函数，则∫犳（狓）ｄ狓（ ）′＝　　　　　　　　．
２．求下列不定积分．

（１）∫
１

４＋９狓
２
ｄ狓；　　　　　　 （２）∫ｃｏｓ狓·ｅ

ｓｉｎ狓
ｄ狓；

（３）∫
犳′（ｌｎ狓）

狓
ｄ狓； （４）∫

ｄ狓

狓 １－（ｌｎ狓）槡
２

；

（５）∫
１

４－９狓槡
２
ｄ狓； （６）∫

１

１＋ １＋槡 狓
ｄ狓；

综合复习题四

参考答案

（７）∫
狓
２
－槡 １

狓
ｄ狓； （８）∫

狓
２

１－狓槡
２
ｄ狓；

（９）∫狓
２
ｅ
狓
ｄ狓； （１０）∫（狓

２
＋１）ｌｎ狓ｄ狓；

（１１）∫狓
２·ｓｉｎ狓ｄ狓； （１２）∫ｓｉｎ槡狓ｄ狓．

阅读材料四

数学家欧拉———让微积分长大成人

欧拉（Ｅｕｌｅｒ，１７０７—１７８３）被公认为人类历史上成就最为斐然的数学家之一，另外三
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位分别是：阿基米德、牛顿和高斯．阿基米德有“翘起地球”的豪言壮语，牛顿因为苹果闻

名世界，高斯少年时就显露出计算天赋，唯独欧拉没有戏剧性的故事让人印象深刻．

然而，几乎每一个数学领域都可以看到欧拉的名字———初等几何的欧拉线、多面体的

欧拉定理、立体解析几何的欧拉变换公式、数论的欧拉函数、变分法的欧拉方程……

法国大数学家拉普拉斯曾说过一句话：“读读欧拉，他是所有人的老师．”相信从欧拉

的人生历程中，我们能获得许多启迪和力量．

恩格斯曾说，微积分的发明是人类精神的最高胜利．１６８７年，牛顿和莱布尼茨先后发

表了微积分论文，但牛顿、莱布尼茨创建的微积分基础不稳，应用范围也有限．欧拉和１８

世纪的一批数学家拓展了微积分，产生了“分析学”，使得数学形成了代数、几何、分析三足

鼎立的局面．如果没有他们的工作，微积分不可能春色满园，也许会因打不开局面而荒芜

凋零．欧拉在其中的贡献是基础性的，被尊为“分析的化身”．

在分析学形成之前，数学主要是解决常量、匀速运动问题．１８世纪时，以蒸汽机、纺织

机等机械为主体的技术得到广泛运用，但如果没有微积分、没有分析学，就不可能对机械

运动与变化进行精确计算，到现在为止，微积分和微分方程仍然是描写运动的最有效工

具，这其中不少是属于欧拉的贡献．更重要的是，牛顿、莱布尼茨微积分的对象是曲线，而

欧拉明确地指出，数学分析的中心应该是函数，并对函数的概念作了深化．

变分法来源于微积分，后来由欧拉和拉格朗日从不同的角度把它发展成一门独立学

科，用于求解极值问题．而变分学起源颇富戏剧性———１６９６年，欧拉的老师、巴塞尔大学

教授约翰·伯努利提出一个问题，并向其他数学家挑战：设想一个小球从空间一点沿某

条曲线滚落到（不在同一垂直线上的）另外一点，问什么形状的曲线使球降落用时最短．这

就是著名的“最速降线问题”．

在这个问题中，变量本身就是函数，因此比微积分的极大极小值问题更为复杂．这个

问题和其他一些类似问题的解决，成为变分法的起源．欧拉找到了解决这类问题的一般方

法，教科书中变分法的基本方程就叫欧拉方程．

欧拉１３岁上大学时，约翰·伯努利已经是欧洲很有名的数学家，伯努利后来对欧拉

说，“我提出高等分析的时候，它还是个孩子，而你正在将它带大成人．”

欧拉渊博的知识、高尚的品德、顽强拼搏的精神，赢得了人们广泛的尊敬．
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第五章 犆犎犃犘犜犈犚５

定积分及其应用

　　在本章我们将借助极限这一工具，讨论一元函数微积分的另一重要

概念———一元函数的定积分．与微分不同的是积分处理变量的“积累”问

题，而这一问题在物理学、天文、工程、地质学、化学以及生物学中大量出

现，我们将介绍反映微分与积分之间联系的重要结果———微积分基本定

理，学习常用的积分方法与技巧，认识广义积分．

第一节　定积分的概念

一、两个引例

引例１　曲边梯形的面积

　图５ １ 　

曲边梯形是指在直角坐标系

中，由闭区间［犪，犫］上的连续函数

狔＝犳（狓）（犳（狓）≥０），直线狓＝犪，

狓＝犫和狓 轴所围成的平面图形

犃犪犫犅，如图５ １所示．

那么如何计算曲边梯形的面

积呢？现在我们运用一种全新的

思想方法来求解．

由于曲边梯形的高犳（狓）在区
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间［犪，犫］上是连续变化的，但在很小的一段区间上它的值变化较小，近似于不变．那么如

果把［犪，犫］划分成好多小区间，此曲边梯形也就可以相应地分割成许多小的曲边梯形，这

是第一步———分割；把每一个小的曲边梯形近似看成一个小矩形，这些小曲边梯形的面积

就可用一系列的小矩形面积来近似代替，小矩形的宽就是小区间的长度，而高度就可以用

该小区间内某点处犳（狓）的值来近似代替，这是第二步———近似代替；在每个小区间上用

小矩形面积来近似代替小曲边梯形的面积后，再把所有的小矩形的面积加起来，得到大曲

　图５ ２

边梯形的一个近似值，这是第三步———近似

求和；显然小区间的长度越小，这种近似的

精度就越高，当每一个小曲边梯形的宽（小

区间长度）无限趋近于零时，那么这些小矩

形面积之和就等于大曲边梯形的面积，这是

第四步———取极限．用以上的方法我们就可

以得到曲边梯形的面积了．

根据以上分析，求曲边梯形面积的步骤

可以概括如下（如图５ ２所示）．

　求曲边梯形

　的面积

（１）分割：在区间［犪，犫］中任取分割点

犪＝狓０ ＜狓１ ＜狓２ ＜ … ＜狓犻－１ ＜狓犻 ＜ … ＜狓狀－１ ＜狓狀＝犫，

把曲边梯形的底［犪，犫］分成狀个小区间 ［狓０，狓１］，［狓１，狓２］，…，［狓犻－１，

狓犻］，…，［狓狀－１，狓狀］，其中，第犻个小区间为［狓犻－１，狓犻］，长度记作Δ狓犻＝

狓犻－狓犻－１（犻＝１，２，…，狀）．过各分割点作垂直于狓轴的直线段，把曲边梯形

分成狀个小曲边梯形．其面积分别记为Δ犃犻（犻＝１，２，…，狀）．

（２）近似代替：在第犻个小区间［狓犻－１，狓犻］上任取一点ξ犻，用底为Δ狓犻、高为犳（ξ犻）的

矩形面积近似替代小曲边梯形的面积，即

Δ犃犻 ≈犳（ξ犻）Δ狓犻　（犻＝１，２，…，狀）．

（３）近似求和：把狀个小矩形面积相加，就得到整个曲边梯形面积的近似值，即

犃 ≈犳（ξ１）Δ狓１＋犳（ξ２）Δ狓２＋…＋犳（ξ犻）Δ狓犻＋…＋犳（ξ狀）Δ狓狀

＝∑
狀

犻＝１

犳（ξ犻）Δ狓犻．

（４）取极限：分割越细，误差越小，令λ＝ｍａｘ
１≤犻≤狀

｛Δ狓犻｝，则

犃＝ｌｉｍ
λ→０∑

狀

犻＝１

犳（ξ犻）Δ狓犻．

引例２　变速直线运动的路程

已知某物体作直线运动，其速度狏＝狏（狋）是时间［犪，犫］上的连续函数，如何求此物体
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在这段时间内所走过的路程呢？

变速直线运动不能直接利用以前所学匀速运动路程计算公式狊＝狏狋来求路程，但如

果经过的时间很短，运动就可近似地看作匀速，由此也可利用求曲边梯形面积的思想方法

来解决这一问题，方法如下．

（１）分割：在区间［犪，犫］中任取时间分割点

犪＝狋０ ＜狋１ ＜狋２ ＜ … ＜狋犻－１ ＜狋犻 ＜ … ＜狋狀－１ ＜狋狀＝犫，

把［犪，犫］分成狀个小区间［狋０，狋１］，［狋１，狋２］，…，［狋犻－１，狋犻］，…，［狋狀－１，狋狀］，其中，第犻个

小区间为 ［狋犻－１，狋犻］（犻＝１，２，…，狀），长度记为Δ狋犻＝狋犻－狋犻－１（犻＝１，２，…，狀）．

（２）近似代替：在第犻个小区间 ［狓犻－１，狓犻］上任取一点ξ犻，把狏（ξ犻）近似看作［狋犻－１，

狋犻］时间段中的平均速度，于是在Δ狋犻 时间所走位移的近似值为

Δ狊犻 ≈狏（ξ犻）Δ狋犻　（犻＝１，２，…，狀）．

（３）近似求和：把狀个小时间段上的路程相加得到总位移的近似值，即

狊≈狏（ξ１）Δ狋１＋狏（ξ２）Δ狋２＋…＋狏（ξ犻）Δ狋犻＋…＋狏（ξ狀）Δ狋狀

＝∑
狀

犻＝１

狏（ξ犻）Δ狋犻．

（４）取极限：分割越细，路程误差越小，令λ＝ｍａｘ
１≤犻≤狀

｛Δ狋犻｝，即

狊＝ｌｉｍ
λ→０∑

狀

犻＝１

狏（ξ犻）Δ狋犻．

从以上引例中我们发现：两个问题其性质是截然不同的．前者是几何学的问题，而后

者是物理学的问题，但处理问题运用的方法没有实质的区别．解决问题的结果，从数量角

度最终归结为一特定和式的极限问题．事实上，在社会实践和科学实验中，有许多问题如

旋转体的体积、非均匀物体的质量、变力作功等，实质是非均匀分布的具有可加性的量的

求和问题，对这些量的计算在数量上最终都可以归结为“分割、近似代替、近似求和、取极

限”的思想，最后均可表示为同一种结构的和式极限问题．对这些和式的极限的计算，引出

了定积分概念的产生．

二、定积分的定义

定义５．１　设函数狔＝犳（狓）在区间［犪，犫］上有定义，在［犪，犫］中任取分割点

犪＝狓０ ＜狓１ ＜狓２ ＜ … ＜狓犻－１ ＜狓犻 ＜ … ＜狓狀－１ ＜狓狀＝犫，

把区间［犪，犫］分成狀个小区间，其中，第犻个小区间为 ［狓犻－１，狓犻］，长度记作

Δ狓犻＝狓犻－狓犻－１　（犻＝１，２，…，狀），
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令λ＝ｍａｘ
１≤犻≤狀

｛Δ狓犻｝，在每个小区间［狓犻－１，狓犻］上任取一点ξ犻，作乘积犳（ξ犻）Δ狓犻 的和式

∑
狀

犻＝１

犳（ξ犻）Δ狓犻如果当λ→０时，上述和式的极限存在，且此极限值不依赖于ξ犻的选取和对

区间的分法，则称函数狔＝犳（狓）在区间［犪，犫］上可积，并称此极限值为函数犳（狓）在区间

［犪，犫］上的定积分，记作∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓，即

∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓＝ｌｉｍ

λ→０
（狀→∞）

∑
狀

犻＝１

犳（ξ犻）Δ狓犻，

式中称犳（狓）为被积函数，犳（狓）ｄ狓为被积表达式，狓为积分变量，犪，犫分别为积分下限和

上限，［犪，犫］为积分区间．

注：（１）定积分的计算结果为一数值，仅与积分区间和被积函数有关，而与积分变量

用什么记号无关，即

∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓＝∫

犫

犪
犳（狋）ｄ狋＝∫

犫

犪
犳（狌）ｄ狌．

（２）当函数犳（狓）在闭区间［犪，犫］上连续或只有有限个第一类间断点（间断点处左、

右极限都存在）时，函数狔＝犳（狓）在区间［犪，犫］上可积．

（３）定义中有犪＜犫．当犪≥犫时可补充如下定义：

当犪＝犫时，∫
犪

犪
犳（狓）ｄ狓＝０；

当犪＞犫时，∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓＝－∫

犪

犫
犳（狓）ｄ狓．

例１　用定积分的定义计算定积分∫
１

０

狓
２
ｄ狓．

解　如图５ ３所示，因为被积函数犳（狓）＝狓
２在［０，１］上连续，所以可积．从而定积

分的值与区间［０，１］的分法及ξ犻的取法无关．为了计算方便，将区间［０，１］等分成狀个小

　 图５ ３

区间，于是每个小区间的长度为：Δ狓犻＝
１

狀
．

分割点为：

狓０＝０，狓１＝
１

狀
，狓２＝

２

狀
，…，狓犻＝

犻

狀
，…，狓狀＝１．

为方便，取ξ犻 为每个区间的右端点，即ξ犻＝
犻

狀
（犻＝１，

２，…，狀），此时λ＝
１

狀
，当λ→０，时狀→ ∞，于是
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　　　　　　　∫
１

０

狓
２
ｄ狓＝ｌｉｍ

λ→０∑
狀

犻＝１

犳（ξ犻）Δ狓犻

＝ｌｉｍ
狀→∞∑

狀

犻＝１

犻

狀（ ）
２
１

狀
＝ｌｉｍ
狀→∞

１

狀
３∑

狀

犻＝１

犻
２

＝ｌｉｍ
狀→∞

１

狀
３
（１
２
＋２

２
＋…＋狀

２）

＝ｌｉｍ
狀→∞

１

狀
３
·
狀（狀＋１）（２狀＋１）

６［ ］＝１３．

三、定积分的几何意义

（１）如果函数犳（狓）在［犪，犫］上连续且犳（狓）≥０，那么定积分∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓 等于以

犳（狓）为曲边的曲边梯形的面积，即∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓＝犃，特别地，∫

犫

犪

ｄ狓＝（犫－犪）．

（２）如果函数犳（狓）在［犪，犫］上连续且犳（狓）≤０，那么定积分∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓 等于以

犳（狓）为曲边的曲边梯形的面积的相反数，即∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓＝－犃，如图５ ４所示．

（３）如果函数犳（狓）在［犪，犫］上连续且犳（狓）有时正，有时负，那么定积分∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓

等于以曲边犳（狓）与直线狓＝犪，狓＝犫和狓 轴所围成的平面图形面积的代数和，即

∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓＝－犃１＋犃２－犃３，如图５ ５所示．

图５ ４ 图５ ５

例２　利用定积分的几何意义求下列定积分．

（１）∫
１

－１
狘狓狘ｄ狓；　　　　（２）∫

２

０

４－狓槡
２
ｄ狓．

分析　只要能够画出被积函数在给定积分区间上与狓轴所围成的几何图形，就可利
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用定积分的几何意义求定积分．

解　（１）由图５ ６可知，∫
１

－１
狘狓狘ｄ狓的值等于两个直角边为１的等腰直角三角形面

积之和，即

∫
１

－１
狘狓狘ｄ狓＝

１

２
＋
１

２
＝１．

（２）由图５ ７可知，∫
２

０

４－狓槡
２
ｄ狓 的值是四分之一个圆狓

２
＋狔

２
＝４的面积，即

∫
２

０

４－狓槡
２
ｄ狓＝

１

４
π·２

２
＝π．

图５ ６

　　

图５ ７

习题５．１

犃

１．填空题．

（１）在定积分∫
２π

０

ｃｏｓ狓ｄ狓中，被积函数是　　　　　　，积分上限是　　　　　　，

积分下限是　　　　　　，积分区间是　　　　　　．

（２）定积分∫
２

２

ｓｉｎ狓ｄ狓＝　　　　　　．

２．利用定积分的几何意义求下列定积分．

（１）∫
２

０

５ｄ狓；　　（２）∫
２

０

狓ｄ狓；　　（３）∫
１

０

１－狓槡
２
ｄ狓．

３．用定积分表示下列曲线所围平面图形的面积．

（１）由曲线狔＝狓
２，直线狓＝１，狓＝２和狓 轴所围成的平面图形面积．

（２）由曲线狔＝狓
２
－狓－４，直线狓＝０，狓＝２和狓 轴所围成的平面图形面积．
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习题５．１

参考答案

犅

１．填空题．

（１）设电流强度犻为时间狋的函数犻＝５ｓｉｎω狋，则从狋＝狋０ 到狋＝狋１ 时间段内流过

导线横截面的电量犙 用定积分表示为　　　　　　．

（２）一根质量分布不均匀的细棒位于狓轴上的区间［犪，犫］处，设棒上任一点的线

密度ρ＝ρ（狓），该细棒的质量用定积分表示为　　　　　　．

（３）已知放射性物质分解速度狏是时间狋的函数狏＝狏（狋），则放射性物质由时间

犜１ 到犜２ 所分解的质量犿 用定积分表示为　　　　　　．

２．利用定积分的几何意义求定积分∫
２π

０

ｃｏｓ狓ｄ狓．

３．用定积分表示下列曲线所围平面图形的面积．

（１）由曲线狔＝狓
２，狔＝２－狓

２ 所围成的平面图形面积．

（２）由曲线狔＝狓
２，狔＝槡狓 所围成的平面图形面积．

第二节　定积分的性质

一、定积分的性质

性质５．１　两个可积函数代数和的积分等于各个函数积分的代数和：

∫
犫

犪

［犳（狓）±犵（狓）］ｄ狓＝∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓±∫

犫

犪
犵（狓）ｄ狓．

证明　∫
犫

犪

［犳（狓）±犵（狓）］ｄ狓＝ｌｉｍ
λ→０∑

狀

犻＝１

［犳（ξ犻）±犵（ξ犻）］Δ狓犻

＝ｌｉｍ
λ→０∑

狀

犻＝１

［犳（ξ犻）Δ狓犻±犵（ξ犻）Δ狓犻］

＝∑
狀

犻＝１

犳（ξ犻）Δ狓犻±∑
狀

犻＝１

犵（ξ犻）Δ狓犻

＝∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓±∫

犫

犪
犵（狓）ｄ狓．

注：此性质可推广到有限多个可积函数代数和的情形，即
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∫
犫

犪

［犳１（狓）±犳２（狓）±…±犳狀（狓）］ｄ狓＝∫
犫

犪
犳１（狓）ｄ狓±∫

犫

犪
犳２（狓）ｄ狓±…±∫

犫

犪
犳狀（狓）ｄ狓．

性质５．２　被积函数中的常数因子可以提到积分号外，即

∫
犫

犪

犽犳（狓）ｄ狓＝犽∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓．

其证明方法与性质５．１的证明相似，读者可自行证明（以下性质证明均从略）．

如果在积分区间上犳（狓）＝犆 （犆为常数），则根据定积分的几何意义得

∫
犫

犪

犆ｄ狓＝犆（犫－犪）．

性质５．３（积分区间的可加性）　若犪＜犮＜犫，则

∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓＝∫

犮

犪
犳（狓）ｄ狓＋∫

犫

犮
犳（狓）ｄ狓．

注：（１）此性质可利用定积分的几何意义加以解释，如图５ ８所示．

（２）此性质只说明了犪＜犮＜犫时的情况，实际上在其他任何情况下此性质仍成立．

（３）如果被积函数是分段函数或绝对值函数，也可用此性质，这时需要将积分区间分

成几个区间．

性质５．４（保序性）　若在［犪，犫］上犵（狓）≤犳（狓），则有

∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓 ≥∫

犫

犪
犵（狓）ｄ狓．

性质５．４的几何意义如图５ ９所示．

图５ ８ 图５ ９

　比较性质

性质５．５（估值性质）　设犕 和犿 分别是犳（狓）在［犪，犫］上的最大值和

最小值，则

犿（犫－犪）≤∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓 ≤犕（犫－犪）．



１２４　　

　图５ １０

此性质可利用定积分的几何意义加以说明，如

图５ １０所示．

性质５．６（积分中值定理）　如果函数犳（狓）在

［犪，犫］上连续，则至少存在一点ξ∈［犪，犫］，使得

∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓＝犳（ξ）（犫－犪）．

由∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓＝犳（ξ）（犫－犪）得犳（ξ）＝

１

犫－犪

∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓．

　图５ １１

从数值来说，犳（ξ）＝
１

犫－犪∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓 就是曲

边梯形（图５ １１）的平均高度，也就是狔＝犳（狓）在

［犪，犫］上的所有函数值的平均值狔
－，即

狔
－

＝
１

犫－犪∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓（狓 ∈ ［犪，犫］）．

所以用定积分可以计算连续函数的平均值．

二、定积分性质的应用

例１　比较下列各对积分值的大小．

（１）∫
３

１

狓
２
ｄ狓 与∫

３

１

狓
３
ｄ狓；　　　　　（２）∫

３

２

ｅ
狓
２

ｄ狓 与∫
３

２

ｅ
狓
３

ｄ狓；

（３）∫
ｅ

１

狓ｄ狓 与∫
ｅ

１

ｌｎ狓ｄ狓．

解　（１）因为狓 ∈ ［１，３］时，狓
２
≤狓

３，所以由性质４得：∫
３

１

狓
２
ｄ狓 ≤∫

３

１

狓
３
ｄ狓．

（２）因为狓 ∈ ［２，３］时，ｅ
狓
２

≤ｅ
狓
３

，所以由性质４得：∫
３

２

ｅ
狓
２

ｄ狓 ≤∫
３

２

ｅ
狓
３

ｄ狓．

（３）因为在区间 ［１，ｅ］上，狓 ≥ｌｎ狓，所以由性质４得：∫
ｅ

１

狓ｄ狓 ≥∫
ｅ

１

ｌｎ狓ｄ狓．

例２　估计定积分∫
１

－１

ｅ
－狓
２

ｄ狓 的值．

分析　此题的关键是要找到被积函数的最大值和最小值．

解　设犳（狓）＝ｅ
－狓
２

，则犳′（狓）＝－２狓ｅ
－狓
２

，令犳′（狓）＝０，得驻点狓＝０．

计算驻点和积分区间端点处的函数值：
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犳（０）＝１，犳（±１）＝ｅ
－１，

得最小值犳（±１）＝ｅ
－１，最大值犳（０）＝１．

由性质５．５得

２

ｅ
≤∫

１

－１

ｅ
－狓
２

ｄ狓 ≤２．

例３　求函数犳（狓）＝ ９－狓槡
２ 在区间［－３，３］上的平均值．

解　结合定积分的几何意义得

狔
－

＝
１

３－（－３）∫
３

－３

９－狓槡
２
ｄ狓＝

１

６
×
π

２
×３

２
＝
３

４
π．

例４　利用定积分区间的可加性将下列积分拆成几个定积分和的形式．

（１）∫
２

０
狘狓－１狘ｄ狓；

（２）∫
１

－１
犳（狓）ｄ狓，其中犳（狓）＝

ｅ
狓， 狓 ＜０，

狓
２
＋１， 狓 ≥０．

｛
解　（１）因为狘狓－１狘＝

狓－１， 狓 ≥１，

１－狓， 狓 ＜１，
｛ 于是

∫
２

０
狘狓－１狘ｄ狓＝∫

１

０

（１－狓）ｄ狓＋∫
２

１

（狓－１）ｄ狓．

（２）∫
１

－１
犳（狓）ｄ狓＝∫

０

－１

ｅ
狓
ｄ狓＋∫

１

０

（狓
２
＋１）ｄ狓．

习题５．２

犃

１．比较下列各对积分值的大小．

（１）∫
１

０

狓
２
ｄ狓 与∫

１

０

狓ｄ狓；　　　　　　（２）∫
３

１
槡狓ｄ狓 与∫

３

１

狓
３
ｄ狓．

２．估计定积分∫
３

－２

狓
２
ｄ狓 的值．

３．计算函数犳（狓）＝ ９－狓槡
２ 在区间［０，３］上的平均值．

４．利用定积分区间的可加性将下列积分拆成几个定积分和的形式．

（１）∫
２

－２
狘狓狘ｄ狓；



１２６　　

习题５．２

参考答案

　 （２）∫
５

－１
犳（狓）ｄ狓，其中犳（狓）＝

狓
２
＋１， 狓 ≤０，

ｓｉｎ狓， 狓 ＞０．
｛

犅

１．比较下列各对积分值的大小．

（１）∫
ｅ

１

ｌｎ狓ｄ狓 与∫
ｅ

１

ｌｎ
３
狓ｄ狓；　　　　　（２）∫

π

２

０

狓ｄ狓 与∫
π

２

０

ｓｉｎ狓ｄ狓．

２．估计定积分∫
１

０

ｅ
－狓
２

ｄ狓 的值．

３．计算函数犳（狓）＝ 犪
２
－狓槡

２ 在区间［０，犪］上的平均值．

４．利用定积分区间的可加性将下列积分拆成几个定积分和的形式．

（１）∫
３

１
狘狓－２狘ｄ狓；

（２）∫
１

－４
犳（狓）ｄ狓，其中犳（狓）＝

狓
２
－狓＋１， 狓 ＜０，

ｌｎ（狓＋１）， 狓 ≥０．
｛

第三节　微积分基本公式

在前面两节我们学习了定积分的定义和性质，如果要用定积分解决实际问题，首先应

解决的是如何计算定积分，而用定义去计算将会十分繁琐、困难，有时甚至可能无法计算，

利用定积分的性质也只能求得估值，无法得到准确值．本节将给出一个计算定积分简便有

效的公式———微积分基本公式．

我们先回顾变速直线运动的路程问题，如果物体以速度狏＝狏（狋）（狏（狋）＞０）作直线

运动，那么在时间区间［犪，犫］上经过的路程为

狊＝∫
犫

犪

狏（狋）ｄ狋．

另一方面，如果物体经过的路程狊是时间狋的函数狊＝狊（狋），那么物体从狋＝犪到狋＝犫，

即在时间区间［犪，犫］上所经过的路程应该是

狊（犫）－狊（犪），
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即 ∫
犫

犪

狏（狋）ｄ狋＝狊（犫）－狊（犪）．

由导数的物理意义可知，狊′（狋）＝狏（狋），换句话说狊（狋）是狏（狋）的一个原函数．说明定

积分∫
犫

犪

狏（狋）ｄ狋的值可等于被积函数狏（狋）的原函数狊（狋）在积分上限的值减去积分下限的

值，即狊（犫）－狊（犪）．

一般地，有下面的定理．

定理５．１（微积分基本公式）　如果函数犳（狓）在区间［犪，犫］上连续，且犉（狓）是犳（狓）

在［犪，犫］上任一原函数，那么

∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓＝犉（犫）－犉（犪）　（证明从略）．

该定理揭示了定积分与被积函数的原函数（即不定积分）之间的内在联系，求定积分

的关键是要求出被积函数的原函数，为定积分的计算提供了简便有效的方法，因此称为微

积分基本公式，这个公式是由牛顿和莱布尼茨在同一时期内相继独立发现的，因此又称为

牛顿 莱布尼茨（ＮｅｗｔｏｎＬｅｉｂｎｉｚ）公式．

为了书写方便，可以将微积分基本公式写成如下形式：

∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓＝犉（狓）

犫

犪
＝犉（犫）－犉（犪），　 或　∫

犫

犪
犳（狓）ｄ狓＝ ［犉（狓）］

犫

犪＝犉（犫）－犉（犪）．

例１　求下列定积分．

（１）∫
π

３

０

ｓｉｎ狓ｄ狓；　　　　　　　　　　（２）∫
π

４

０

ｓｅｃ
２
狓ｄ狓；

（３）∫
２

１

狓－
１

狓
２（ ）ｄ狓； （４）∫

槡３

０

１

１＋狓
２
ｄ狓．

解　（１）∫
π

３

０

ｓｉｎ狓ｄ狓＝－ｃｏｓ狓

π

３

０
＝－ｃｏｓ

π

３
＋ｃｏｓ０＝－

１

２
＋１＝

１

２
．

（２）∫
π

４

０

ｓｅｃ
２
狓ｄ狓＝ｔａｎ狓

π

４

０
＝ｔａｎ

π

４
－ｔａｎ０＝１．

（３）∫
２

１

狓－
１

狓
２（ ）ｄ狓＝ 狓

２

２
＋
１

狓（ ）
２

１
＝２＋

１

２
－
１

２
＋１（ ）＝１．

（４）∫
槡３

０

１

１＋狓
２
ｄ狓＝ａｒｃｔａｎ狓

槡３

０
＝ａｒｃｔａｎ槡３－ａｒｃｔａｎ０＝

π

３
．

例２　求下列定积分．

（１）∫
３

１
狘狓－２狘ｄ狓；
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（２）∫
π

－２
犳（狓）ｄ狓，其中犳（狓）＝

狓
２， －２≤狓 ≤０，

ｃｏｓ狓＋１， ０＜狓 ≤π．
｛

解　（１）∫
３

１
狘狓－２狘ｄ狓＝∫

２

１

（２－狓）ｄ狓＋∫
３

２

（狓－２）ｄ狓

＝ ２狓－
１

２
狓
２（ ）

２

１
＋
１

２
狓
２
－２狓（ ）

３

２

＝ ４－２－２＋
１

２（ ）＋ ９

２
－６－２＋４（ ）＝１．

（２）∫
π

－２
犳（狓）ｄ狓＝∫

０

－２

狓
２
ｄ狓＋∫

π

０

（ｃｏｓ狓＋１）ｄ狓＝
８

３
＋（ｓｉｎ狓＋狓）狘

π
０＝
８

３
＋π．

习题５．３

犃

１．求下列函数的定积分．

（１）∫
２

０

狓
５
ｄ狓；　　　　　　　　　　　　（２）∫

π

６

０

ｃｏｓ狓ｄ狓；

（３）∫
２

１

狋
２
－１

狋
ｄ狋； （４）∫

４

１
槡狓（狓

２
－１）ｄ狓；

（５）∫
２

－１

（狓
２
－狓）ｄ狓．

２．求下列函数的定积分．

（１）∫
１

－１

（狘狓狘－狓）ｄ狓；

（２）∫
１

－１
犳（狓）ｄ狓，其中犳（狓）＝

狓
２， ０≤狓 ≤１，

狓－１， －１≤狓 ＜０．
｛

犅

１．求下列函数的定积分．

（１）∫
１

０

１

ｅ
狓
＋ｅ

－狓
ｄ狓；　　

（２）∫
２

π

１

π

１

狓
２
ｓｉｎ

１

狓（ ）ｄ狓；

（３）∫
１

０

１

４－狓槡
２
ｄ狓．
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习题５．３

参考答案

２．求下列函数的定积分．

（１）∫
ｅ

１

ｅ

狘ｌｎ狓狘

狓
ｄ狓；

（２）∫
１

－１
犳（狓）ｄ狓，其中犳（狓）＝

狓
２
＋１， ０≤狓 ≤２，

狓＋１， －２≤狓 ＜０．
｛

第四节　定积分的换元积分法和分部积分法

应用微积分基本公式计算定积分，应先求出被积函数的原函数，即求不定积分，类似

于不定积分的换元积分法和分部积分法，本节介绍定积分的换元积分法和分部积分法．

一、定积分的换元积分法

例１　计算∫
３

０

狓

１＋槡 狓
ｄ狓．

解法１　先用换元积分法求不定积分：

令 １＋槡 狓 ＝狋，即狓＝狋
２
－１，则ｄ狓＝２狋ｄ狋，于是

∫
狓

１＋槡 狓
ｄ狓＝∫

狋
２
－１

狋
２狋ｄ狋＝２∫（狋

２
－１）ｄ狋＝２

狋
３

３
－２狋＋犆

＝２
（１＋槡 狓）

３

３
－２ １＋槡 狓 ＋犆，

所以 ∫
３

０

狓

１＋槡 狓
ｄ狓＝ ２

（１＋槡 狓）
３

３
－２ １＋槡 狓（ ）

３

０
＝
８

３
．

这一方法有求不定积分换元和求定积分两个过程，而且求不定积分时，用换元积分法

最后还要将不定积分的积分变量还原回去．下面，我们把换元和求定积分揉在一起，得到

如下解法．

解法２　先令 １＋槡 狓 ＝狋，即狓＝狋
２
－１，则ｄ狓＝２狋ｄ狋．

当狓＝０时，狋＝１；狓＝３时，狋＝２．
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于是

∫
３

０

狓

１＋槡 狓
ｄ狓＝∫

２

１

狋
２
－１

狋
２狋ｄ狋＝２∫

２

１

（狋
２
－１）ｄ狋＝２

狋
３

３
－狋（ ）

２

１
＝
８

３
．

解法２明显要比解法１简练，是因为它省略了积分变量回代的这一步．由此引出如下

定理．

定理５．２（定积分的换元积分法）　设犳（狓）在［犪，犫］上连续，而狓＝φ（狋）满足

条件：

（１）狓＝φ（狋）在［α，β］上具有单调连续的导数．

（２）当狋在［α，β］上变化时，狓＝φ（狋）的值在［犪，犫］上变化，且φ（α）＝犪，φ（β）＝犫．

则 ∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓＝∫

β

α
犳［φ（狋）］φ′（狋）ｄ狋．

这就是定积分换元公式（证明从略）．

注：（１）定理中第一个条件是为了保证狋与狓的一一对应法则．

（２）换元时应遵守的一个原则，原上限对应新上限，原下限对应新下限，换元必

换限．

（３）换元公式可从左到右（对应不定积分的第二换元积分法），也可从右到左（对应不

定积分的第一换元积分法）．

例２　求定积分．

（１）∫
ｅ

１

ｅ

ｌｎ狓

狓
ｄ狓；　　　　　　　　　　（２）∫

π

２

０

ｓｉｎ
２
狓ｃｏｓ狓ｄ狓；

（３）∫
ｌｎ２

０

ｅ
狓
－槡 １ｄ狓．

解　（１）∫
ｅ

１

ｅ

ｌｎ狓

狓
ｄ狓＝∫

ｅ

１

ｅ

ｌｎ狓ｄ（ｌｎ狓 ）
狌＝ｌｎ狓

∫
１

－１

狌ｄ狌＝
狌
２

２（ ）
１

－１
＝０．

（２）设ｓｉｎ狓＝狌，即ｄ狌＝ｃｏｓ狓ｄ狓，当狓＝０时，狌＝０；当狓＝
π

２
时，狌＝１，于是

∫
π

２

０

ｓｉｎ
２
狓ｃｏｓ狓ｄ狓＝∫

π

２

０

ｓｉｎ
２
狓ｄ（ｓｉｎ狓）＝∫

１

０

狌
２
ｄ狌＝

狌
３

３

１

０
＝
１

３
．

（３）设 ｅ
狓
－槡 １＝狋，即狓＝ｌｎ（狋

２
＋１），ｄ狓＝

２狋

狋
２
＋１
ｄ狋．

当狓＝ｌｎ２时，狋＝１；当狓＝０时，狋＝０，于是

∫
ｌｎ２

０

ｅ
狓
－槡 １ｄ狓＝∫

１

０

狋·
２狋

狋
２
＋１
ｄ狋＝２∫

１

０

１－
１

狋
２
＋１

（ ）ｄ狋＝２（狋－ａｒｃｔａｎ狋）
１

０
＝２－

π

２
．
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例３　设函数犳（狓）在对称区间［－犪，犪］上连续，求证：

（１）∫
犪

－犪
犳（狓）ｄ狓＝∫

犪

０

［犳（狓）＋犳（－狓）］ｄ狓；

（２）当犳（狓）为奇函数时，∫
犪

－犪
犳（狓）ｄ狓＝０（如图５ １２所示）；

（３）当犳（狓）为偶函数时，∫
犪

－犪
犳（狓）ｄ狓＝２∫

犪

０
犳（狓）ｄ狓（如图５ １３所示）．

图５ １２ 图５ １３

证明　（１）∫
犪

－犪
犳（狓）ｄ狓＝∫

０

－犪
犳（狓）ｄ狓＋∫

犪

０
犳（狓）ｄ狓．

令狓＝－狋，则ｄ狓＝－ｄ狋，

∫
０

－犪
犳（狓）ｄ狓＝－∫

０

犪
犳（－狋）ｄ狋＝∫

犪

０
犳（－狋）ｄ狋＝∫

犪

０
犳（－狓）ｄ狓，

所以 ∫
犪

－犪
犳（狓）ｄ狓＝∫

犪

０

［犳（狓）＋犳（－狓）］ｄ狓．

（２）当犳（狓）为奇函数时，犳（－狓）＝－犳（狓），

即 ∫
犪

－犪
犳（狓）ｄ狓＝０．

（３）当犳（狓）为偶函数时，犳（－狓）＝犳（狓），

即 ∫
犪

－犪
犳（狓）ｄ狓＝２∫

犪

０
犳（狓）ｄ狓．

注：此例可以作为结论（利用定积分几何意义也能得到）在解题时使用，其条件是满

足对称区间上的奇（偶）函数且连续．

例４　计算如下定积分．

（１）∫
１

－１

狓
２
ｓｉｎ狓

ｃｏｓ狓
２
ｄ狓；　　　　　　　（２）∫

１

－１

狓
２

４－狓槡
２
ｄ狓．

解　（１）显然被积函数是一个奇函数，且积分区间为对称区间，所以
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∫
１

－１

狓
２
ｓｉｎ狓

ｃｏｓ狓
２
ｄ狓＝０．

（２）显然被积函数是一个偶函数，且积分区间为对称区间，所以

∫
１

－１

狓
２

４－狓槡
２
ｄ狓＝２∫

１

０

狓
２

４－狓槡
２
ｄ狓．

令狓＝２ｓｉｎ狋，则ｄ狓＝２ｃｏｓ狋ｄ狋，即

∫
１

－１

狓
２

４－狓槡
２
ｄ狓＝２∫

１

０

狓
２

４－狓槡
２
ｄ狓＝２∫

π

６

０

４ｓｉｎ
２
狋

２ｃｏｓ狋
·２ｃｏｓ狋ｄ狋＝４∫

π

６

０

（１－ｃｏｓ２狋）ｄ狋

＝
２π

３
－２ｓｉｎ２狋

π

６

０
＝
２π

３
－槡３．

二、定积分的分部积分法

定理５．３（定积分的分部积分法）　设函数狌（狓），狏（狓）在［犪，犫］上具有连续导数，

则有

∫
犫

犪

狌（狓）狏′（狓）ｄ狓＝∫
犫

犪

狌（狓）ｄ狏（狓）＝狌（狓）狏（狓）
犫

犪
－∫

犫

犪

狏（狓）狌′（狓）ｄ狓．

定积分的分部积分法的实质就是将不易求函数的定积分转化为易求函数的定积分

（证明从略），应用特型与不定积分类同．

例５　求下列定积分．

（１）∫
π

２

０

狓ｓｉｎ狓ｄ狓；　　　　　　　　　　（２）∫
ｅ

１

２狓ｌｎ狓ｄ狓．

解　（１）∫
π

２

０

狓ｓｉｎ狓ｄ狓＝－∫
π

２

０

狓ｄｃｏｓ狓＝－狓ｃｏｓ狓

π

２

０
＋∫

π

２

０

ｃｏｓ狓ｄ狓

＝０＋ｓｉｎ狓

π

２

０
＝１．

（２）∫
ｅ

１

２狓ｌｎ狓ｄ狓＝∫
ｅ

１

ｌｎ狓ｄ狓
２
＝狓

２
ｌｎ狓

ｅ

１
－∫

ｅ

１

狓
２ １

狓
ｄ狓

＝ｅ
２
－
１

２
狓
２
ｅ

１
＝
ｅ
２

２
＋
１

２
．

例６　计算∫
１

０

ｅ槡
狓
ｄ狓．

解　先令 槡狓 ＝狋，则狓＝狋
２，ｄ狓＝２狋ｄ狋，当狓＝１时，狋＝１；当狓＝０时，狋＝０，于是
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∫
１

０

ｅ槡
狓
ｄ狓＝２∫

１

０

狋ｅ
狋
ｄ狋＝２∫

１

０

狋ｄｅ
狋
＝２狋ｅ

狋
１

０
－２∫

１

０

ｅ
狋
ｄ狋＝２ｅ－２ｅ

狋
１

０
＝２．

习题５．４

习题５．４

参考答案

犃

１．计算下列函数的定积分．

（１）∫
π

２

０

ｃｏｓ狓ｓｉｎ
２
狓ｄ狓；　　　　　　　　（２）∫

９

４

槡狓

槡狓 ＋１
ｄ狓；

（３）∫
ｅ

１

ｅ

ｌｎ
４
狓

狓
ｄ狓； （４）∫

１

０

狓 １－狓槡
２
ｄ狓．

２．计算下列函数的定积分．

（１）∫
ｅ

１

ｌｎ狓ｄ狓；　　 （２）∫
１

０

狓ｅ
狓
ｄ狓；

（３）∫
π

－π

狓ｃｏｓ狓ｄ狓； （４）∫
π

２

０

ｅ
狓
ｓｉｎ狓ｄ狓．

犅

１．计算下列函数的定积分．

（１）∫
ｌｎ２

０

ｅ
狓（１＋ｅ

狓）２ｄ狓；　　 （２）∫
槡３

－１

２狓
３

狓
２
＋槡 １ｄ狓；

（３）∫
１

槡２

２

１－狓槡
２

狓
ｄ狓； （４）∫

－２

－槡２

１

狓 狓
２
－槡 １
ｄ狓．

２．计算下列函数的定积分．

（１）∫
１

０

狓ａｒｃｔａｎ狓ｄ狓；　 （２）∫
π

２

０

狓
２
ｓｉｎ狓ｄ狓；

（３）∫
π

２

０

ｅ
狓
ｓｉｎ２狓ｄ狓．
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第五节　广义积分

前几节我们所讨论的定积分，都是假定被积函数（如果可积）在积分区间上是有界的，

或积分区间是有限的，此类积分叫做常义积分．在理论和实际问题中，如果去掉这两个条

件的限制，定积分概念可推广到如下两种情形：

（１）无限区间上的积分．

（２）无界函数的积分．

以上两种情形，我们都称之为广义积分．下面我们来讨论这两种情形下的广义积分问题．

一、无限区间上的广义积分

例１　求由曲线狔＝
１

狓
２
，直线狓轴、狓＝１，狓＝犪（犪≥１）所围成的平面图形的面积．

解　根据定积分的几何意义，其面积为

犛（犪）＝∫
犪

１

１

狓
２
ｄ狓＝１－

１

犪
．

在当犪→ ＋∞ 时，ｌｉｍ
犪→ ＋∞

犛（犪）＝ｌｉｍ
犪→ ＋∞

１－
１

犪（ ）＝１．

显然，这一极限可以理解为曲线狔＝
１

狓
２
与狓轴及直线狓＝１所围的右方无限延展的

区域面积．

如果对曲线狔＝
１

狓
，狓 ＞１，考察同样的问题：

犛（犪）＝∫
犪

１

１

狓
ｄ狓＝ｌｎ犪．

当犪→∞时，明显地ｌｉｍ
犪→∞
ｌｎ犪是不存在的，在这种情形下，无限延展的区域就没有有限的面

积了．因而我们有如下定义．

定义５．２　设函数犳（狓）在［犪，＋∞）内连续，取犫＞犪，称极限
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ｌｉｍ
犫→ ＋∞∫

犫

犪
犳（狓）ｄ狓

为犳（狓）在（犪，＋∞）内的广义积分，记作∫
＋∞

犪
犳（狓）ｄ狓，即

∫
＋∞

犪
犳（狓）ｄ狓＝ｌｉｍ

犫→ ＋∞∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓．

若此极限存在，称广义积分∫
＋∞

犪
犳（狓）ｄ狓 收敛，若此极限不存在，称广义积分

∫
＋∞

犪
犳（狓）ｄ狓 发散，这时虽仍用同样的记号，但已不表示数值了．

类似地可以定义广义积分：

∫
犫

－∞
犳（狓）ｄ狓＝ｌｉｍ

犪→ －∞∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓；

　　　　∫
＋∞

－∞
犳（狓）ｄ狓＝∫

犮

－∞
犳（狓）ｄ狓＋∫

＋∞

犮
犳（狓）ｄ狓

＝ｌｉｍ
犪→ －∞∫

犮

犪
犳（狓）ｄ狓＋ｌｉｍ

犫→ ＋∞∫
犫

犮
犳（狓）ｄ狓，犮∈ （－∞，＋∞）；

　无穷限的反常

　积分的定义

当∫
犮

－∞
犳（狓）ｄ狓 和∫

＋∞

犮
犳（狓）ｄ狓 都收敛时，∫

＋∞

－∞
犳（狓）ｄ狓 收敛．

例２　求下列广义积分．

（１）∫
＋∞

０

１

１＋狓
２
ｄ狓；　　（２）∫

０

－∞

１

１＋狓
２
ｄ狓；　　（３）∫

＋∞

－∞

１

１＋狓
２
ｄ狓．

解　（１）∫
＋∞

０

１

１＋狓
２
ｄ狓＝ｌｉｍ

犫→ ＋∞∫
犫

０

１

１＋狓
２
ｄ狓＝ｌｉｍ

犫→ ＋∞
ａｒｃｔａｎ狓

犫

０
＝ｌｉｍ
犫→ ＋∞

ａｒｃｔａｎ犫＝
π

２
；

（２）∫
０

－∞

１

１＋狓
２
ｄ狓＝ｌｉｍ

犪→ －∞∫
０

犪

１

１＋狓
２
ｄ狓＝ｌｉｍ

犪→ －∞
ａｒｃｔａｎ狓

０

犪
＝ｌｉｍ
犫→ －∞

－ａｒｃｔａｎ犪＝
π

２
；

（３）∫
＋∞

－∞

１

１＋狓
２
ｄ狓＝∫

＋∞

０

１

１＋狓
２
ｄ狓＋∫

０

－∞

１

１＋狓
２
ｄ狓＝π．

二、无界函数的广义积分

若被积函数在有限区间［犪，犫］上无界，我们利用先求定积分再求极限的思想方法给

出如下定义．

定义５．３　设函数犳（狓）在（犪，犫］内连续，且 ｌｉｍ
狓→犪

＋
犳（狓）＝∞，取ε ＞０，称极限

ｌｉｍ
ε→０

＋∫
犫

犪＋ε
犳（狓）ｄ狓 为犳（狓）在（犪，犫］内的广义积分，记作∫

犫

犪
犳（狓）ｄ狓，即
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∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓＝ｌｉｍ

ε→０
＋∫
犫

犪＋ε
犳（狓）ｄ狓．

若此极限存在，称广义积分∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓 收敛，若此极限不存在，称广义积分∫

犫

犪
犳（狓）ｄ狓

发散．狓＝犪为犳（狓）的无穷间断点，也称为函数的奇点．类似地可以定义狓＝犫和狓＝犮

（犪＜犮＜犫）为犳（狓）的无穷间断点时的广义积分：

∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓＝ｌｉｍ

ε→０
＋∫
犫－ε

犪
犳（狓）ｄ狓；　　　　　　

∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓＝∫

犮

犪
犳（狓）ｄ狓＋∫

犫

犮
犳（狓）ｄ狓

＝ｌｉｍ
ε→０

＋∫
犮－ε

犪
犳（狓）ｄ狓＋ｌｉｍ

ε→０
＋∫
犫

犮＋ε
犳（狓）ｄ狓．

无界函数的广义积分是指被积函数在所给的区间上有有限个无穷间断点，此广义积

分又叫瑕积分，无穷间断点又叫瑕点．

例３　计算∫
１

０

１

１－狓槡
２
ｄ狓．

解　狓＝１为被积函数的瑕点，则

∫
１

０

１

１－狓槡
２
ｄ狓＝ｌｉｍ

ε→０
＋∫
１－ε

０

１

１－狓槡
２
ｄ狓＝ｌｉｍ

ε→０
＋
ａｒｃｓｉｎ狓

１－ε

０

＝ｌｉｍ
ε→０

＋
ａｒｃｓｉｎ（１－ε）＝

π

２
．

例４　计算∫
１

－１

１

狓
２
ｄ狓．

解　狓＝０为被积函数的瑕点，则

　∫
１

－１

１

狓
２
ｄ狓＝∫

０

－１

１

狓
２
ｄ狓＋∫

１

０

１

狓
２
ｄ狓＝ｌｉｍ

ε→０
＋∫
０－ε

－１

１

狓
２
ｄ狓＋ｌｉｍ

ε→０
＋∫
１

０＋ε

１

狓
２
ｄ狓

＝ｌｉｍ
ε→０

＋
－
１

狓（ ）
－ε

－１
＋ｌｉｍ
ε→０

＋
－
１

狓（ ）
１

ε
＝ｌｉｍ

ε→０
＋

１

ε
－１（ ）＋ｌｉｍ

ε→０
＋
－１＋

１

ε（ ）＝ ＋∞．
如果按普通定积分计算（不考虑瑕点），会得到如下结果

∫
１

－１

１

狓
２
ｄ狓＝ －

１

狓（ ）
１

－１
＝－２．

此结果从定积分的几何意义上来判断显然是不正确的．
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习题５．５

习题５．５

参考答案

犃

１．计算下列广义积分．

（１）∫
０

－∞

ｅ
２狓
ｄ狓；　　　　　　　　　　（２）∫

＋∞

２

１

狓
３
ｄ狓．

２．计算下列广义积分．

（１）∫
＋４

０

１

槡狓
ｄ狓；　　 （２）∫

１

０

狓ｌｎ狓ｄ狓．

犅

１．计算下列广义积分．

（１）∫
＋∞

２

狓

１＋狓
２
ｄ狓；　　 （２）∫

＋∞

－∞

１

狓
２
＋２狓＋２

ｄ狓．

２．计算下列广义积分．

（１）∫
π

２

０

ｓｅｃ
２
狓ｄ狓；　　 （２）∫

π

０

ｃｓｃ
２
狓ｄ狓．

第六节　定积分的应用

定积分概念的内涵，揭示了定积分的应用特征———可求分布不均匀的具有可加性的

量．定积分在几何物理、工程技术、经济等领域应用非常广泛，其中微元分析法是普遍采用

的分析方法．

一、微元分析法

通过前面定积分的学习，知道定积分的计算过程分为四步：分割、近似代替、近似求

和、取极限．第一步有两个特点：一是与积分区间有关，二是积分区间具备可加性，分割后

的每一个部分量（小曲边梯形）Δ犃犻，实际上是总量（面积犃）的一个很微小部分．第二步就

是分布不均匀近似看成均匀（以直代曲）求每一个部分量（小曲边梯形）Δ犃犻 的大小，这一
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　图５ １４

步实际上确定了被积表达式犳（狓）ｄ狓．显然犳（狓）ｄ狓

和犳（ξ犻）Δ狓犻 都代表了部分量的大小，为突出其重要

性，称犳（狓）ｄ狓 为（面积）微元（图５ １４）．第三、四步

可以合并为面积微元在积分区间上的无限累加，即

犃＝∫
犫

犪

ｄ犃＝∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓．

由此，只要所求的量犙 可以用分割、近似代替、近似

求和、取极限四步完成，就一定可以用定积分形式

来进行计算．应用定积分，先要用微元分析法，把所求量犙 转化为定积分，可概括为

以下几步．

（１）建立适当的直角坐标系，根据影响量犙 变化的量（狓或狔），确定积分变量为狓（或

狔）及积分区间［犪，犫］．

如何利用微元　

法求解问题　

（２）计算［狓，狓＋ｄ狓］（或［狔，狔＋ｄ狔］）上所求量犙 的微元（近似代替）

ｄ犙＝犳（狓）ｄ狓　　 或 　　ｄ犙＝φ（狔）ｄ狔．

（３）将微元ｄ犙 从犪到犫无限累加，得

犙＝∫
犫

犪

ｄ犙＝∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓　　 或 　　犙＝∫

犫

犪

ｄ犙＝∫
犫

犪
φ（狔）ｄ狔．

二、定积分在几何上的应用

１．平面图形的面积

根据定积分的几何意义，当被积函数犳（狓）在积分区间［犪，犫］上大于零时，那么定

积分∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓等于以犳（狓）为曲边的曲边梯形的面积，即犃＝∫

犫

犪
犳（狓）ｄ狓＝∫

犫

犪
狔ｄ狓．当

被积函数犳（狓）在积分区间［犪，犫］上小于零时，那么以犳（狓）为曲边的曲边梯形的面积

等于为犃＝∫
犫

犪

［－犳（狓）］ｄ狓＝∫
犫

犪

（－狔）ｄ狓．当被积函数犳（狓）在积分区间［犪，犫］上有正

有负时（图５ １５），那么以犳（狓）为曲边的曲边梯形的面积为犃＝∫
犫

犪
狘犳（狓）狘ｄ狓＝

∫
犫

犪
狘狔狘ｄ狓．

当平面图形是由两条曲线狔＝犳（狓）与狔＝犵（狓）（狓∈［犪，犫］）及直线狓＝犪，狓＝犫

所围成的，且犳（狓）≥犵（狓）（图５ １６），则其面积为犃＝∫
犫

犪

［犳（狓）－犵（狓）］ｄ狓，其中面积

微元为ｄ犃＝［犳（狓）－犵（狓）］ｄ狓．
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图５ １５ 图５ １６

类似地可以得到连续曲线狓＝φ（狔），狔＝犮，狔＝犱及狔轴所围成平面图形的面积为

犃＝∫
犱

犮
狘φ（狔）狘ｄ狔＝∫

犱

犮
狘狓狘ｄ狔（图５ １７）；由两条曲线狓 ＝φ（狔）与狓 ＝ψ（狔）

（狔∈ ［犮，犱］）及直线狔＝犮，狔＝犱所围成的平面图形，且φ（狔）≥ψ（狔），则其面积为犃＝

∫
犱

犮

［φ（狔）－ψ（狔）］ｄ狔，其中面积微元为ｄ犃＝［φ（狔）－ψ（狔）］ｄ狔（图５ １８）．

图５ １７ 图５ １８

例１　求由两条抛物线狔＝狓
２，狔

２
＝狓 所围成的平面图形面积．

解　解方程组
狔
２
＝狓，

狔＝狓
２｛ 得交点（０，０），（１，１）．

取狔为积分变量，则图形面积为

犃＝∫
１

０

（槡狔－狔
２）ｄ狔＝

２

３
狔

３

２
－
１

３
狔
３（ ）

１

０
＝
１

３
．

例２　求摆线
狓＝犪（狋－ｓｉｎ狋），

狔＝犪（１－ｃｏｓ狋），
｛ （犪＞０，０≤狋≤２π）一拱与狓轴围成图形的面积．

解　如图５ １９所示，显然所求面积为
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　图５ １９

犃＝∫
２π犪

０
狔ｄ狓

将狓＝犪（狋－ｓｉｎ狋）和狔＝犪（１－ｃｏｓ狋）

代入积分公式，当狓＝０时狋＝０，狓＝２π犪

时狋＝２π，于是

犃＝∫
２π

０

犪
２（１－ｃｏｓ狋）

２
ｄ狋

＝犪
２

∫
２π

０

（１－２ｃｏｓ狋＋ｃｏｓ
２
狋）ｄ狋＝３π犪

２
．

２．旋转体的体积

设一旋转体是由一条曲线狔＝犳（狓）（犳（狓）≥０）与三条直线狓＝犪，狓＝犫，狓轴所围

　图５ ２０

成的曲边梯形绕狓轴旋转一周而成的（图５ ２０），

现利用微元分析法来求此旋转体的体积犞．

确定积分变量为狓，积分区间为［犪，犫］，过狓

点且垂直于狓轴的截面面积为

犃（狓）＝π狘犳（狓）狘
２
＝π犳

２（狓）．

在区 间 ［狓，狓 ＋ ｄ狓］上 的 微 元 ｄ犞 ＝

犃（狓）ｄ狓＝π犳
２（狓）（把微小旋转体近似为以犃（狓）

为底面、ｄ狓 为高的圆柱），于是

犞＝∫
犫

犪

ｄ犞＝∫
犫

犪
π犳

２（狓）ｄ狓＝π∫
犫

犪
犳
２（狓）ｄ狓＝π∫

犫

犪
狔
２
ｄ狓．

同理知，由一条曲线狓＝φ（狔）与三条直线狔＝犮，狔＝犱，狔轴所围成的曲边梯形绕狔

轴旋转一周而成的旋转体体积为

犞＝π∫
犱

犮
φ
２（狔）ｄ狔＝π∫

犱

犮

狓
２
ｄ狔．

例３　求由曲线狔＝狓
３与直线狓＝２，狔＝０所围成的平面图形分别绕狓轴、狔轴旋转

所形成的旋转体体积．

解　绕狓轴旋转时，选取狓为积分变量，积分区间为［０，２］，由公式得

犞＝π∫
２

０
狔
２
ｄ狓＝π∫

２

０

狓
６
ｄ狓＝

１２８

７
π．

绕狔轴旋转时可看成由直线狓＝２及曲线狓＝
３

槡狔 分别与狔轴形成的曲边梯形绕狔轴

旋转而成的旋转体体积之差，于是

犞＝犞１－犞２＝π∫
８

０

２
２
ｄ狔－π∫

８

０

（
３

槡狔）ｄ狔＝２０π．
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三、定积分在物理学中的简单应用———变力作功

例４　由胡克定律知，把弹簧拉长所需要的力与弹簧的伸长成正比，现用１Ｎ的力使

弹簧伸长０．０１ｍ，求把该弹簧拉长０．１ｍ所作的功．

解　设弹簧的一端固定，建立直角坐标系，原点犗 为弹簧不受力时另一端的位置．

由胡克定律知犉（狓）＝犽狓，其中犽为比例常数，已知犉（狓）＝１Ｎ时，狓＝０．０１ｍ，于是

犽＝
１

０．０１
＝１００Ｎ／ｍ，

即 犉（狓）＝１００狓．

用微元分析法解决此问题，则有如下步骤．

（１）取积分变量狓，积分区间为［０，０．１］．

（２）在［狓，狓＋ｄ狓］上求弹性力所作功的微元，ｄ犠＝犉（狓）ｄ狓＝１００狓ｄ狓（将［狓，狓＋

ｄ狓］上的弹性力看成恒力，点狓 处的弹性力为犉（狓）．

（３）求定积分，即

犠 ＝∫
０．１

０

１００狓ｄ狓＝５０狓
２
０．１

０
＝０．５（Ｊ）．

四、定积分在经济分析中的应用

已知某商品的总收益犚犜
（犙）的边际收益为犚犕

（犙），则销售犖 个单位时的总收益为

犚犜
（犙）＝∫

犖

０

犚犕
（犙）ｄ犙．

在经济分析中，由边际函数求总函数（即原函数），一般采用不定积分来解决；如果要

求总函数在某个范围的改变量，则采用定积分来解决．

例５　某产品的总成本犆犜（犙）（单位：万元）的边际成本为犆犕
（犙）＝１（万元／百台），

总收入犚犜
（犙）（单位：万元）的边际收入犚犕

（犙）＝５－犙（单位：万元／百台），其中犙 为

产量，固定成本为１万元．问：

（１）当产量等于多少时总利润犔（犙）最大？

（２）从总利润最大时再多生产１百台，总利润增加多少？

解　（１）因为犆犕
（犙）＝１，故

犆犜（犙）＝∫１ｄ犙＝犙＋犆，
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因其固定成本为１万元，即犆犜（０）＝１，得犆＝０，因此总成本函数为

犆犜（犙）＝犙＋１．

因为边际收入犚犕
（犙）＝５－犙，则总收入函数为

犚犜
（犙）＝∫犚犕

（犙）ｄ犙＝∫（５－犙）ｄ犙＝５犙－
１

２
犙
２
＋犆．

又犚犜
（犙）狘犙＝０＝０，得犆＝０，故总收入函数为

犚犜
（犙）＝５犙－

１

２
犙
２
．

设总利润为犔（犙），则

犔（犙）＝犚犜
（犙）－犆犜（犙）＝５犙－

１

２
犙
２
－犙－１＝４犙－

１

２
犙
２
－１．

易知犔′（犙）＝４－犙，令犔′（犙）＝０，得犙＝４（百台）．

因此点是唯一的极值点，且是极大值点，则在犙＝４（百台）时总利润最大．

（２）从犙＝４百台增加到犙＝５百台时，总利润的增加量为

∫
５

４

犔′（犙）ｄ犙＝∫
５

４

（４－犙）ｄ犙＝ ４犙－
１

２
犙
２（ ）

５

４
＝－０．５（万元），

即从总利润最大时再多生产１百台，总利润减少了０．５万元．

习题５．６

犃

１．求由下列曲线所围成平面图形的面积．

（１）狔＝狓
３，狔＝２狓；

（２）狔＝ｓｉｎ狓，狔＝ｃｏｓ狓，狓＝０，狓＝
π

４
；

（３）狓狔＝２，狓＝１，狓＝２．

２．求椭圆
狓
２

犪
２
＋
狔
２

犫
２
＝１的面积．

３．求由下列曲线所围平面图形绕坐标轴旋转一周而成的旋转体体积．

（１）椭圆
狓
２

犪
２
＋
狔
２

犫
２
＝１，绕狓 轴；　　　（２）狔＝狓

２，狔＝２狓，绕狔轴；

（３）狔＝狓
２，狔＝２，绕狓轴；　 （４）狔＝槡狓，狔＝狓，绕狓轴．
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习题５．６

参考答案

犅

１．求由下列曲线所围成平面图形的面积．

（１）狔＝ｅ
狓，狔＝ｅ

－狓，狓＝１；

（２）狓
２
＋狔

２
＝３狓，狓

２
＋狔

２
＝槡３狔．

２．求圆 （狓－５）
２
＋狔

２
＝９绕狔轴旋转一周而成的旋转体体积．

本 章 小 结

一、学习目标与要求

１．正确理解定积分的概念及其基本性质和几何意义，了解定积分与不定积分、微分

与积分之间的内在联系．

２．能熟练运用微积分基本公式计算定积分．

３．能运用定积分换元积分法和分部积分法计算定积分．

４．了解两类广义积分的概念，会求简单的广义积分（选学内容）．

５．了解定积分的微元分析法建立定积分的表达式，会求直角坐标系中简单平面图形

的面积和旋转体的体积（选学内容）．

二、本章主要内容

本章的主要内容是定积分的概念、性质、计算方法，以及定积分在几何方面的简单应用．

１．定积分的定义

从两个典型的实际问题———求曲边梯形的面积和求变速直线运动的位移引出定积分

的定义，简述为

∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓＝ｌｉｍ

λ→０∑
狀

犻＝１

犳（ξ犻）Δ狓犻（λ＝ｍａｘ
１≤犻≤狀

｛Δ狓犻｝）．

上式体现了定积分分割、近似代替、近似求和、取极限四个步骤，反映了无限分割与无限求

和的思想，定积分是积分和式的极限，它与积分区间［犪，犫］的分法及对点ξ犻∈［狓犻－１，狓犻］

的取法无关，也与积分变量的记号无关，即

∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓＝∫

犫

犪
犳（狌）ｄ狌＝∫

犫

犪
犳（狋）ｄ狋．

显见，定积分的值与被积函数犳（狓）及区间［犪，犫］长短有关，定积分是数值，不定积分是函

数族，定积分的几何意义是曲边梯形的面积．

２．定积分的简单性质

（１）∫
犫

犪

［犳（狓）±犵（狓）］ｄ狓＝∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓±犵（狓）ｄ狓．
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（２）∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓＝－∫

犪

犫
犳（狓）ｄ狓，特别地：∫

犪

犪
犳（狓）ｄ狓＝０．

（３）∫
犫

犪

犽犳（狓）ｄ狓＝犽∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓．

（４）∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓＝∫

犮

犪
犳（狓）ｄ狓＋∫

犫

犮
犳（狓）ｄ狓．

（５）∫
犫

犪

１ｄ狓＝犫－犪．

（６）若犳（狓）≥犵（狓），则∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓 ≥∫

犫

犪
犵（狓）ｄ狓（犫≥犪）．

（７）犿（犫－犪）≤∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓 ≤犕（犫－犪），其中犿，犕 分别为犳（狓）在［犪，犫］上的最

小值与最大值．

（８）若犳（狓）在区间［犪，犫］上连续，则必有犪≤ξ≤犫使得

∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓＝犳（ξ）（犫－犪）．

上述性质均可从定积分的定义直接推得．

３．定积分与不定积分的关系———微积分基本公式

若犳（狓）是连续函数，犉（狓）是犳（狓）的一个原函数，则

∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓＝犉（犫）－犉（犪）＝犉（狓）

犫

犪
．

这样就可以利用不定积分计算函数在区间上的定积分．

４．定积分的计算

（１）定积分的换元积分法

若φ（狋）在α≤狋≤β上单调且有连续导数，犳（狓）在狓＝φ（狋）处连续，又有φ（α）＝

犪，φ（β）＝犫，则

∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓＝∫

β

α
犳［φ（狋）］φ′（狋）ｄ狋．

（２）定积分的分部积分法

设狌（狓），狏（狓）在［犪，犫］上有连续导数，则

∫
犫

犪

狌（狓）狏′（狓）ｄ狓＝［狌（狓）狏（狓）］
犫

犪
－∫

犫

犪

狏（狓）狌′（狓）ｄ狓，

或者简单记作

∫
犫

犪

狌ｄ狏＝狌狏
犫

犪
－∫

犫

犪

狏ｄ狌．


５．广义积分是定积分的推广（分为两方面）

（１）无限区间上的广义积分



第五章
定积分及其应用

１４５　　

∫
＋∞

犪
犳（狓）ｄ狓＝ｌｉｍ

犫→ ＋∞∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓，

∫
犫

－∞
犳（狓）ｄ狓＝ｌｉｍ

犪→ －∞∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓，

∫
＋∞

－∞
犳（狓）ｄ狓＝ｌｉｍ

犪→ －∞∫
犮

犪
犳（狓）ｄ狓＋ｌｉｍ

犫→ ＋∞∫
犫

犮
犳（狓）ｄ狓．

若等式右边的极限存在，则称广义积分收敛，否则称其发散．

（２）无界函数的广义积分

设犳（狓）在区间（犪，犫］上连续，而ｌｉｍ
狓→犪

＋
犳（狓）＝∞，则定义

∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓＝ｌｉｍ

ε→０
＋∫
犫

犪＋ε
犳（狓）ｄ狓．

若等式右边的极限存在，则称广义积分收敛，否则称其发散．这里狓＝犪为瑕点．可类

似地定义狓＝犫为瑕点出现在区间［犪，犫）内的广义积分．

６．定积分在几何中的应用

（１）在直角坐标中：

由狔１＝犳（狓），狔２＝犵（狓）（狔１ ＞狔２）及狓＝犪，狓＝犫所围成的平面图形的面积为

犃＝∫
犫

犪

［犳（狓）－犵（狓）］ｄ狓；

由狓１＝（狔），狓２＝φ（狔）（狓１ ＞狓２）及狔＝犮，狔＝犱所围成的平面图形的面积为

犃＝∫
犱

犮

［（狔）－φ（狔）］ｄ狔．

（２）狔＝犳（狓）在［犪，犫］上连续，平面区域
犪≤狓 ≤犫，

０≤狔≤狘犳（狓）狘
｛ 绕狓轴旋转一周所形成

的立体的体积为

犞＝π∫
犫

犪
犳
２（狓）ｄ狓．

综合复习题五

犃

１．填空题．

（１）∫
５

５

ｄ狓＝　　　　，∫
５

０

ｄ狓＝　　　　．
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（２）设函数犳（狓）＝ｓｉｎ狓，则犳（狓）在 ０，
π

２［ ］上的平均值狔－ ＝　　　　　　．
（３）积分∫

３

１

ｅ
－
（狓－１）

２

４
ｄ狓经过狌＝

狓－１

２
代换后，变量狌的积分上限是　　　　　　，积

分下限是　　　　　　．

（４）已知犳（狓）＝２狓
２
－３狓－１，则∫

２

０

狓犳″（狓）ｄ狓＝　　　　．

（５）∫
５

２
狘狓－３狘ｄ狓＝　　　　．

（６）已知狏（狋）＝狋
２
＋１，在时间间隔［０，５］上，物体的位移狊＝　　　　　　．

２．选择题．

（１）设圆狓
２
＋狔

２
＝２５的面积为犛，则∫

５

－５

２５－狓槡
２
ｄ狓＝（　　）．

　　　　　　　　 　　　　　　　　　 　　　　　　　　　 　
Ａ．犛 Ｂ．

犛

２
Ｃ．
犛

４
Ｄ．
犛

８

（２）曲线狔＝ｓｉｎ狓，狓＝－
π

２
，狓＝０及狓轴所围成的平面图形的面积为（　　）．

Ａ．０ Ｂ．１ Ｃ．－１ Ｄ．
π

２

（３）由曲线狔＝狓
２，狔＝４所围成的平面图形，绕狓轴旋转一周所形成的旋转体的体积

为（　　）．

Ａ．６４π Ｂ．２５６π Ｃ．
２５６

５
π Ｄ．１２８π

（４）在牛顿 莱布尼茨公式∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓＝犉（犫）－犉（犪）中的犳（狓）在区间［犪，犫］上应（　　）．

Ａ．连续 Ｂ．一定可导 Ｃ．一定可微 Ｄ．无条件限制

（５）∫
２

０

ｅ
狓
ｄ狓＝（　　）．

Ａ．ｅ
２

Ｂ．ｅ
２
－１ Ｃ．ｅ

狓
＋犆 Ｄ．１－ｅ

２

３．解答题．

（１）求由曲线狔＝狓
２ 与直线狓＝２及狓轴所围成的平面图形的面积．

（２）求曲线狔＝ ２５－狓槡
２ 绕狓轴旋转一周所得几何体的体积．

犅

１．填空题．

（１）设函数犳（狓）在［犪，犫］上连续，则犳（狓）在［犪，犫］上的平均值狔
－
是　　　　　　．
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（２）∫
５

－５

ｓｉｎ狋

１＋狋
２
ｄ狋＝　　　　　　．

（３）已知犳（狓）＝ｃｏｓ狓，则∫
π

０

狓犳（狓）ｄ狓＝　　　　．

（４）∫
５

２

狓狘狓－３狘ｄ狓＝　　　　．

（５）广义积分∫
－１

－∞

１

狓
２
ｄ狓＝　　　　　　．

２．选择题

（１）设圆狓
２
＋狔

２
＝犪

２ 的面积为犛，则∫
犪

－犪

犪
２
－狓槡

２
ｄ狓＝（　　）．

Ａ．犛 Ｂ．
犛

２
Ｃ．
犛

４
Ｄ．
犛

８

（２）广义积分∫
＋∞

０

ｅ
－２狓
ｄ狓 的值为（　　）．

Ａ．－
１

２
Ｂ．
１

２
Ｃ．２ Ｄ．发散

（３）曲线狔＝ｓｉｎ狓，狓＝－
π

２
，狓＝

π

２
及狓轴围成的平面图形的面积为（　　）．

Ａ．０ Ｂ．１ Ｃ．２ Ｄ．４

（４）由曲线狔＝狓
２
＋２，狔＝６所围成的平面图形，绕狔轴旋转一周所形成的旋转体的

体积为（　　）．

Ａ．３２π Ｂ．１６π Ｃ．８π Ｄ．４π

（５）∫
２

０

狓ｅ
狓
ｄ狓＝（　　）．

Ａ．２ｅ
２

Ｂ．２ｅ
２
－１ Ｃ．狓ｅ

狓
－ｅ

狓
＋犆 Ｄ．１＋ｅ

２

综合复习题五

参考答案

３．解答题

（１）求函数狔＝
狓
２

１－狓槡
２

在区间
１

２
，
槡３

２［ ］上的平均值．
（２）求曲线狔＝ 犚

２
－狓槡

２ 绕狓轴旋转一周所得几何体的体积．

阅读材料五

莱布尼茨与微积分

莱布尼茨（ＧｏｔｔｆｒｉｅｄＷｉｌｈｅｌｍＬｅｉｂｎｉｚ，１６４６—１７１６）生于德国，早年在莱比锡大学学
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习．１６７２年，他以外交官的身份出访法国，在巴黎接触到一些数学名流，１６７３年出访英国

伦敦时，又与英国学术界名流建立了联系，特别是和惠更斯的交往，使年青的莱布尼茨产

生了学习高等数学的念头，进而进入数学领域，开始微积分的创造性工作．１６７４年他定居

德国汉诺威，任腓特烈公爵法律顾问和图书馆馆长，直到１７１６年去世．莱布尼茨曾历任英

国皇家学会会员、巴黎科学院院士，创建柏林科学院并担任第一任院长．

１６８４年，莱布尼茨发表了数学史上第一篇正式的微积分论文《一种求极大值、极小值

和切线的新方法》．这篇论文是他自１６７３年以来的微积分研究的概括与成果，其中定义了

微分，广泛地采用了微分符号ｄ狓，ｄ狔，还给出了和、差、积、商及乘幂的微分法则，同时包

括了微分法在求切线、极大值、极小值及拐点方面的应用．两年后，他又发表了一篇积分学

论文《探奥几何与不可分量及无限的分析》，其中首次使用积分符号 “∫”，初步论述了积分
（或求积）问题与微分求切线问题的互逆问题，为我们勾画了微积分学的基本雏形和发展

蓝图．

牛顿建立微积分主要是从运动学的观点出发，而莱布尼茨则是从哲学的和几何学的

角度去考虑，特别是和巴罗的“微分三角形”有密切关系，莱布尼茨称它为“特征三角形”．

巴罗的微分三角形对莱布尼茨有着重要启发，通过对微分三角形的研究，使他意识到求切

线和求积问题是一对互逆的问题．莱布尼茨是第一个表达出微分和积分之间互逆关系的

科学家，他所创设的微积分符号远远优于牛顿的微积分符号，有效地促进了微积分学的发

展．牛顿发现微积分（１６６５—１６６６）比莱布尼茨至少早了９年，然而莱布尼茨公开发表他的

微积分文章却比牛顿早３年．莱布尼茨的许多研究成果和思想的发展，都包含在从１６７３

年起写的但从未发表过的数百页的笔记中．１６７３年左右，他看到求曲线的切线的正问题

和反问题的重要性，他完全相信反方法等价于通过求和来求面积和体积．１６８４年，莱布尼

茨发表第一篇微分学论文《一种求极大值、极小值和切线的新方法》，对他以往的研究作了

初步整理，叙述了微分学的基本原理，认为函数的无限小增量是自变量无限小变化的结

果，并把这个函数的增量叫做微分，用字母ｄ表示．１６７５年至１６７６年间，他从求曲边形面

积出发得到积分的概念，给出微积分基本公式，即现在的牛顿 莱布尼茨公式∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓＝

犉（犫）－犉（犪）．１６８６年莱布尼茨发表积分学论文《探奥几何与不可分量及无限的分析》．

１６９３年，他给出了上述定理的一个证明．以上这些将微分和积分统一起来的论文及其定

理证明，是微积分理论得以建立的一个重要标志．
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专用模块

常微分方程与级数





第六章
常微分方程

１５１　　

犆犎犃犘犜犈犚６ 第六章

常微分方程

　　寻找变量之间的函数关系是实际问题中的重要课题之一．我们已经在此

之前简单地介绍过求函数关系的一些方法，本章将进一步研究这个问题．

第一节　微分方程的概念

在许多领域里，常会遇到这样的问题：某个函数是怎样的并不知道，

但根据该领域的普遍规律，却可以知道这个未知函数及其导数（或微分）

与自变量之间会满足某种关系．下面我们先来看两个例子．

例１　已知一条曲线过点（１，２），且在该曲线上任意点犘（狓，狔）处的

切线斜率为２狓，求这条曲线的方程．

解　设所求曲线的方程为狔＝狔（狓），我们根据导数的几何意义，可知

狔＝狔（狓）应满足方程

ｄ狔

ｄ狓
＝２狓． （６ １）

我们发现这个方程中含有未知函数狔的导数．

此外，未知函数狔＝狔（狓）还应满足下列条件：

狓＝１时，狔＝２，简记为狔
狓＝１
＝２．

把式（６ １）两端积分，得








































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狔＝∫２狓ｄ狓，即狔＝狓
２
＋犆， （６ ２）

其中犆是任意常数．把条件狓＝１时，狔＝２代入式（６ ２），得犆＝１，把犆＝１代入式（６ ２），

得所求曲线方程为

狔＝狓
２
＋１． （６ ３）

例２　列车在平直线路上以２０ｍ／ｓ的速度行驶，制动时列车获得加速度－０．４ｍ／ｓ
２，问

开始制动后多长时间列车才能停止，以及列车在这段时间里行驶了多少路程？

解　设列车在开始制动后狋秒行驶了狊（ｍ），根据题意，反映制动阶段列车运动规律

的函数狊＝狊（狋）应满足关系式

ｄ
２
狊

ｄ狋
２
＝－０．４． （６ ４）

此外，未知函数狊＝狊（狋）还应满足下列条件：

狋＝０时，狊＝０，狏＝
ｄ狊

ｄ狋
＝２０．

把式（６ ４）两端积分，得

狏＝
ｄ狊

ｄ狋
＝－０．４狋＋犆１， （６ ５）

再积分一次，得

狊＝－０．２狋
２
＋犆１狋＋犆２， （６ ６）

这里，犆１，犆２ 都是任意常数．

把条件狏
狋＝０
＝２０代入式（６ ５），得犆１＝２０．

把条件狊
狋＝０
＝０代入式（６ ６），得犆２＝０．

把犆１，犆２ 的值代入式（６ ５）及（６ ６），得

狏＝－０．４狋＋２０， （６ ７）

狊＝－０．２狋
２
＋２０狋． （６ ８）

在式（６ ７）中令狏＝０，得到列车从开始制动到完全停住所需的时间为

狋＝
２０

０．４
＝５０（ｓ）．

再把狋＝５０代入式（６ ８），得到列车在制动阶段行驶的路程

狊＝－０．２×５０
２
＋２０×５０＝５００（ｍ）．
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方程（６ １）和（６ ４）都是含有未知函数的导数式，一般地，我们把含有未知函数的导

数（或微分）的方程称为微分方程．微分方程中出现的未知函数的最高阶导数的阶数称为

微分方程的阶．例如方程（６ １）是一阶微分方程，方程（６ ４）是二阶微分方程．

未知函数是一元函数的微分方程，叫做常微分方程．未知函数是多元函数的微分方

程，叫做偏微分方程．这里我们只研究常微分方程．

从微分方程中求出未知函数是什么的过程就叫做解微分方程．满足微分方程的函数

（它要在某区间上连续）称为微分方程的解，例如函数（６ ２）和（６ ３）都是微分方程

（６ １）的解，函数（６ ６）和（６ ８）都是微分方程（６ ４）的解．

微分方程的解有两种不同的形式，一种是解中含有任意常数且任意常数的个数与微

分方程的阶数相同，这样的解称为微分方程的通解，另一种是解中不含有任意常数，这样

的解称为微分方程的特解．通常，微分方程的通解里，含有一些任意常数，其个数与微分方

程的阶数相同，因此用来确定任意常数以从通解得出一个特解所需的附加条件的个数也

与微分方程的阶数相同．

确定微分方程通解中的任意常数的值的条件称为初始条件．

例３　已知函数狓＝犆１ｃｏｓ５狋＋犆２ｓｉｎ５狋是微分方程
ｄ
２
狓

ｄ狋
２
＋２５狋＝０的通解，求满足初

始条件狓
狋＝０
＝３，狓′

狋＝０
＝０的特解．

解　由条件狓狘狋＝０＝３及狓＝犆１ｃｏｓ５狋＋犆２ｓｉｎ５狋得

犆１＝３；　　　 　　

　课堂练习６．１

再由条件狓′
狋＝０
＝０及狓′（狋）＝－５犆１ｓｉｎ５狋＋５犆２ｃｏｓ５狋得

犆２＝０；

把犆１，犆２ 的值代入狓＝犆１ｃｏｓ５狋＋犆２ｓｉｎ５狋中，得

狓＝３ｃｏｓ５狋．

习题６．１

犃

１．判定下列式子哪些是微分方程，若是，请指明是几阶微分方程．

（１）狓
２
狔′＋狓狔″；　　　　　　　　　　　（２）狓

２
＋狔

２
＝１；

（３）狓狔
３
＋狓

２（狔′）
４
＋２狓＝０； （４）狔＋狓

３ ｄ
４
狔

ｄ狓
４
＋狓

２
＝０；

（５）狓ｄ狔－狔ｄ狓＝０．
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习题６．１

参考答案

２．判定下列函数是否为所给微分方程的解，若是，请指明是通解还是特解．

（１）狓狔′－２狔＝０，狔＝犆狓
２；　　　　　　　（２）狔ｄ狓＋狓ｄ狔＝０，狔＝

１

狓
；

（３）狓狔′＝狓，狔＝
１

２
狓＋犆；

３．验证函数狔＝犆１＋犆２ｅ
－２狓
＋
１

３
ｅ
狓（犆１，犆２为任意常数）是微分方程狔″＋２狔′＝ｅ

狓

的通解，并求满足初始条件狔
狓＝０
＝０，狔′

狓＝０
＝１下的特解．

犅

１．指出微分方程
ｄ
２
狔

ｄ狓
２
＋ω

２
狔＝０的阶数．

２．验证下列函数是否为微分方程
ｄ
２
狔

ｄ狓
２
＋ω狔＝０的解，并指出哪一个是方程的通解．

（１）狔＝ｃｏｓω狓；

（２）狔＝犆ｓｉｎω狓 （犆为任意常数）；

（３）狔＝犆１ｃｏｓω狓＋犆２ｓｉｎω狓 （犆１，犆２ 为任意常数）．

３．求方程
ｄ
２
狔

ｄ狓
２
＋２５狔＝０满足初始条件狔（０）＝１，狔′（０）＝１的特解．

第二节　一阶微分方程

本节介绍某些特殊类型的一阶微分方程的解法，包括可分离变量的一阶微分方程和

一阶线性微分方程．

一、可分离变量的一阶微分方程

形如

狔′＝犳（狓）犵（狔）
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或

犳１（狓）犵１（狔）ｄ狓＋犳２（狓）犵２（狔）ｄ狔＝０ （６ ９）

的微分方程称为可分离变量的一阶微分方程．此方程两端同时除以犳２（狓）犵１（狔）后移项

再积分，便成为

∫
犳１（狓）

犳２（狓）
ｄ狓＝－∫

犵２（狔）

犵１（狔）
ｄ狔．

这一结果就是方程（６ ９）的通解．

例１　求方程狔′＝２狓狔的通解．

解　这是一个可分离变量的微分方程，分离变量后得

ｄ狔

狔
＝２狓ｄ狓，

两端分别积分得 ∫
ｄ狔

狔
＝∫２狓ｄ狓，

有 ｌｎ狘狔狘＝狓
２
＋犆１，

从而 狔＝±ｅ
狓
２
＋犆１
＝±ｅ

犆
１·ｅ

狓
２

，

因为±ｅ
犆
１ 仍是任意常数，把它记作犆，便得方程的通解

狔＝犆ｅ
狓
２

．

例２　求方程狔′ｃｏｓ狓＝狔满足初始条件狔
狓＝０
＝
１

２
的特解．

解　分离变量，得

１

狔
ｄ狔＝

ｄ狓

ｃｏｓ狓
，

两端分别积分，得 ∫
１

狔
ｄ狔＝∫

ｄ狓

ｃｏｓ狓
．

（分析： ｌｎ狘狔狘＝ｌｎ狘ｓｅｃ狓＋ｔａｎ狓狘＋ｌｎ犆′，

狔＝±犆′（ｓｅｃ狓＋ｔａｎ狓），

ｌｎ犆′有任意性，但犆′＞０，而犆＝±犆′又有任意性，则狔＝犆（ｓｅｃ狓＋ｔａｎ狓）是通解．）

以后为了运算方便起见，可把ｌｎ｜狔｜直接写成ｌｎ狔，只要记住最后得到的任意常数犆

可正可负即可，得

ｌｎ狔＝ｌｎ狘ｓｅｃ狓＋ｔａｎ狓狘＋ｌｎ犆，
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于是通解为 狔＝犆（ｓｅｃ狓＋ｔａｎ狓）．

由初始条件狔
狓＝０
＝
１

２
求出 犆＝

１

２
，

最后得到所求特解为

狔＝
１

２
（ｓｅｃ狓＋ｔａｎ狓）．

二、一阶线性微分方程

形如

狔′＋狆（狓）狔＝狇（狓） （６ １０）

的方程称为一阶线性微分方程．当狇（狓）＝０时方程

狔′＋狆（狓）狔＝０ （６ １１）

称为一阶齐次线性微分方程；当狇（狓）≠０时方程（６ １０）称为一阶非齐次线性微分

方程．

１．一阶齐次线性微分方程的通解

我们注意到方程（６ １１）是可分离变量的微分方程，分离变量后两边积分，得

ｄ狔

狔
＝－狆（狓）ｄ狓，

ｌｎ狔＝ －∫狆（狓）ｄ狓＋ｌｎ犆，

狔＝犆ｅ
－∫狆（狓）ｄ狓． （６ １２）

这就是一阶齐次线性微分方程（６ １１）的通解．

例３　求狔′＋
狔

狓＋１
＝０的通解．

解　将此方程分离变量后两边积分，得

１

狔
ｄ狔＝－

１

狓＋１
ｄ狓，

ｌｎ狔＝－ｌｎ（狓＋１）＋ｌｎ犆，

因此该方程的通解为 狔＝
犆

狓＋１
．
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２．一阶非齐次线性微分方程的通解

已经求出齐次线性微分方程（６ １１）的通解为（６ １２），其中犆 为常数．现在设想，

如果方程（６ １２）中的犆不是常数，而是狓的函数，设为犆（狓），那么能否选取适当的函

数犆（狓），使

狔＝犆（狓）ｅ
－∫狆（狓）ｄ狓 （６ １３）

满足非齐次线性微分方程（６ １０）呢？不妨试算一下．先计算式（６ １３）的导数

狔′＝犆′（狓）ｅ
－∫狆（狓）ｄ狓 ＋犆（狓）ｅ

－∫狆（狓）ｄ狓［－狆（狓）］

＝犆′（狓）ｅ
－∫狆（狓）ｄ狓 －狆（狓）狔． （６ １４）

把式（６ １３）和（６ １４）代入方程（６ １０），经计算可得

犆′（狓）ｅ
－∫狆（狓）ｄ狓 ＝狇（狓）．

可见，犆（狓）应选为

犆（狓）＝∫狇（狓）ｅ
∫狆（狓）ｄ狓ｄ狓＋犆．

于是非齐次线性微分方程（６ １０）的通解为

狔＝ｅ
－∫狆（狓）ｄ狓

∫狇（狓）ｅ
∫狆（狓）ｄ狓ｄ狓＋犆［ ］， （６ １５）

其中犆是任意常数．

回顾一下上面的做法，将相应的齐次线性微分方程的通解中的常数犆 变为待定函数

犆（狓），然后代入非齐次线性微分方程，求出犆（狓），这样的方法叫常数变易法．

例４　求微分方程
ｄ狔

ｄ狓
－２狓狔＝ｅ

狓
２

ｃｏｓ狓 的通解．

解法１　原方程对应的齐次方程为

ｄ狔

ｄ狓
－２狓狔＝０，

分离变量，得
ｄ狔

狔
＝２狓ｄ狓，

两边积分，得 ｌｎ狔＝狓
２
＋ｌｎ犆，

故对应齐次线性微分方程的通解为 狔＝犆ｅ
狓
２

．

设原方程有通解狔＝犆（狓）ｅ
狓
２

，代入原方程，得
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犆′（狓）ｅ
狓
２

＝ｅ
狓
２

ｃｏｓ狓，即犆′（狓）＝ｃｏｓ狓，

所以 犆（狓）＝∫ｃｏｓ狓ｄ狓＝ｓｉｎ狓＋犆，

课堂思考６．１ 　

故原方程的通解为 狔＝ｅ
狓
２

（ｓｉｎ狓＋犆）．

解法２　所解方程与方程（６ １０）对照，狆（狓）＝－２狓，狇（狓）＝ｅ
狓
２

ｃｏｓ狓．

代入式（６ １５）得所求方程的通解为

狔＝ｅ
狓
２

（ｓｉｎ狓＋犆）．

例５　求微分方程狔′＝
狔

狔＋狓
的通解．

解　原方程可化为

ｄ狓

ｄ狔
－
狓

狔
＝１．

它所对应的齐次方程为
ｄ狓

ｄ狔
－
狓

狔
＝０，

可求得其通解为 狓＝犆狔．

设狓＝犆（狔）狔为方程
ｄ狓

ｄ狔
－
狓

狔
＝１的通解，代入原方程，化简得

犆′（狔）狔＝１，

从而有

犆（狔）＝ｌｎ狔－ｌｎ犆，即狔＝犆ｅ
犆（狔），

故原方程的通解为 狔＝犆ｅ

狓

狔 ．

习题６．２

犃

１．用变量分离法解下列方程．

（１）２狓狔′－狔ｌｎ狔＝０；　　　　　　　（２）３狓
２
＋８狓－５狔′＝０；

（３） ４－９狓槡
２
狔′＝ １－狔槡

２； （４）ｓｅｃ
２
狓ｔａｎ狔ｄ狓＋ｓｅｃ

２
狔ｔａｎ狓ｄ狔＝０；

（５）
ｄ狔

ｄ狓
＝１０

狓＋狔； （６）（狔＋１）
２ ｄ狔

ｄ狓
＋狓

３
＝０．
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习题６．２

参考答案

２．解下列一阶非齐次线性微分方程．

（１）狔′＋２狓狔＝４狓；　　　　　　　（２）狔′－
１

狓
狔＝２狓

２
．

犅

１．用变量分离法解方程ｄ狔＝狓（２狔ｄ狓－狓ｄ狔）．

２．求方程 （１＋狓
２）狔′－２狓狔＝（１＋狓

２）２ 的通解．

第三节　高阶特殊类型微分方程

二阶及二阶以上的微分方程统称为高阶微分方程．本节讨论几类特殊类型的高阶微

分方程．

求解高阶微分方程的方法之一是设法降低方程的阶数．下面我们以二阶方程为例来

学习三种特殊的可以降阶的方程．

一、狔″＝犳（狓）型的微分方程

对于这类方程，只需两端分别积分一次就可化为一阶方程

狔′＝∫犳（狓）ｄ狓＋犆１，

再次积分，即可求出方程的通解

狔＝∫∫犳（狓）ｄ狓［ ］ｄ狓＋犆１狓＋犆２．

这种方法也适用于如下形式的高阶微分方程

狔
（狀）
＝犳（狓）．

例１　求方程狔″＝ｃｏｓ狓 的通解．

解　一次积分得

狔′＝∫ｃｏｓ狓ｄ狓＝ｓｉｎ狓＋犆１，
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二次积分即得到方程得通解

狔＝－ｃｏｓ狓＋犆１狓＋犆２．

二、狔″＝犳（狓，狔′）型的微分方程

为了把方程降阶，可令狔′＝狆，将狆看作是新的未知函数，狓仍是自变量，于是

ｄ狆

ｄ狓
＝狔″，

代入原方程得

ｄ狆

ｄ狓
＝犳（狓，狆），

这就是一个一阶方程，然后可由我们前面学的方法进行求解．

例２　求方程狔″＝
１

狓
狔′的通解．

解　令狔′＝狆，则
ｄ狆

ｄ狓
＝狔″，代入方程得

ｄ狆

ｄ狓
＝
１

狓
狆，

分离变量后，得
ｄ狆

狆
＝
ｄ狓

狓
，

积分，得

狆＝犆１狓，

即
ｄ狔

ｄ狓
＝犆１狓，

再积分，即得原方程的通解

狔＝
１

２
犆１狓

２
＋犆２．

三、狔″＝犳（狔，狔′）型的微分方程

为了把方程降阶，可令狔′＝狆，将狆看作是自变量狔的函数，有
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狔″＝
ｄ狆

ｄ狓
＝
ｄ狆

ｄ狔
·
ｄ狔

ｄ狓
＝狆

ｄ狆

ｄ狔
，

代入原方程，得

狆
ｄ狆

ｄ狔
＝犳（狔，狆）．

这是一个关于狆的一阶微分方程，可由此解出通解，然后再代入原方程求解．

例３　求方程狔
ｄ
２
狔

ｄ狓
２
－
ｄ狔

ｄ狓（ ）
２

＝０的通解．

解　令狔′＝狆，狔″＝狆
ｄ狆

ｄ狔
，代入原方程得

狔狆
ｄ狆

ｄ狔
－狆

２
＝０，

狆狔
ｄ狆

ｄ狔
－狆（ ）＝０，

它相当于两个方程

狆＝０，狔
ｄ狆

ｄ狔
－狆＝０，

由第一个方程解得 狔＝犆；

课堂练习６．２

第二个方程可用分离变量法解得　　　狆＝犆１狔，

从而
ｄ狔

ｄ狓
＝犆１狔，

由此再分离变量，解得 狔＝犆２ｅ
犆
１
狓

．

这就是原方程的通解（解狔＝犆包含在这个解中）．

习题６．３

犃

求下列微分方程的通解．

（１）（１＋ｅ
－狓）狔″＋狔′＝０；　　　　　　　　　（２）狔″－狔′＝狓；

（３）狓狔″＋狔′＝狓； （４）狓狔″－狔′＝狓
２
ｅ
狓；

（５）狔″－
２狔

１＋狔
２
（狔′）

２
＝０．
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习题６．３

参考答案

犅

求下列微分方程的通解．

（１）（１＋狓
２）狔″－２狓狔′＝０；

（２）２狔狔″－（狔′）
２
＝１．

第四节　二阶常系数齐次线性微分方程

形如

狔″＋狆狔′＋狇狔＝０ （６ １６）

的微分方程，当狆，狇是常数时，称为二阶常系数齐次线性微分方程．

可以猜想方程（６ １６）具有狔＝ｅ
狉狓（狉是常数）形式的解．将狔′＝狉ｅ

狉狓，狔″＝狉
２
ｅ
狉狓，代

入方程（６ １６）得

ｅ
狉狓（狉

２
＋狆狉＋狇）＝０．

由于ｅ
狉狓
≠０，所以有

狉
２
＋狆狉＋狇＝０． （６ １７）

由此可见，只要狉满足代数方程（６ １７），函数狔＝ｅ
狉狓 就是微分方程（６ １６）的解．我

们把代数方程（６ １７）叫做微分方程（６ １６）的特征方程，特征方程的根称为微分方程的

特征根．由于特征方程是一元二次方程，故其特征根有三种不同的情况，相应地可得微分

方程（６ １６）的三种不同形式的通解．

１．当狆
２
－４狇＞０时，特征方程（６ １７）有两个不相等的实根狉１ 和狉２，即

狉１＝
－狆＋ 狆

２
－４槡 狇

２
，狉２＝

－狆－ 狆
２
－４槡 狇

２
，

于是可得方程（６ １６）的两个特解

狔１＝ｅ
狉
１
狓
，狔２＝ｅ

狉
２
狓

．

狔２

狔１
＝ｅ

（狉
２－狉１

）狓

≠ 常数，即狔１ 与狔２ 线性无关，则常数犆１ 与犆２ 相互独立．故方程（６ １６）
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的通解为

狔＝犆１ｅ
狉
１
狓

＋犆２ｅ
狉
２
狓

．

２．当狆
２
－４狇＝０时，特征方程（６ １７）有两个相等的实根狉１ 和狉２，即

狉＝狉１＝狉２＝－
狆

２
，

此时得微分方程（６ １６）的一个特解

狔１＝ｅ
狉狓
．

此时可用常数变易法求得微分方程（６ １６）的另一个特解

狔２＝狓ｅ
狉狓，

且
狔２

狔１
＝狓 ≠ 常数，即狔１ 与狔２ 线性无关，故方程（６ １６）的通解为

狔＝犆１ｅ
狉狓
＋犆２狓ｅ

狉狓，

即 狔＝（犆１＋犆２狓）ｅ
狉狓
．

３．当狆
２
－４狇＜０时，特征方程（６ １７）有一对共轭复根狉１ 和狉２，即

狉１＝α＋ｉβ，狉２＝α－ｉβ，

于是可得方程（６ １６）的两个特解

狔１＝ｅ
α狓
ｃｏｓβ狓，狔２＝ｅ

α狓
ｓｉｎβ狓，

且
狔２

狔１
＝ｔａｎβ狓 ≠ 常数，即狔１ 与狔２ 线性无关，故方程（６ １６）的通解为

狔＝ｅ
α狓（犆１ｃｏｓβ狓＋犆２ｓｉｎβ狓）．

综上所述，求二阶常系数齐次线性微分方程（６ １６）的通解的步骤可归纳如下：

第一步：写出微分方程（６ １６）的特征方程（６ １７）；

第二步：求出特征方程（６ １７）的特征根狉１ 和狉２；

第三步：根据特征根的不同情形，按照表６ １得到微分方程（６ １６）的通解．

表６ １

特征根 通解形式

两个不等实根狉１ ≠狉２ 狔＝犆１ｅ
狉
１
狓

＋犆２ｅ
狉
２
狓

两个相等实根狉１ ＝狉２ ＝狉 狔＝ （犆１＋犆２狓）ｅ
狉狓

一对共轭复根狉１ ＝α＋ｉβ，狉２ ＝α－ｉβ 狔＝ （犆１ｃｏｓβ狓＋犆２ｓｉｎβ狓）ｅ
α狓
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　　例１　求微分方程狔″－２狔′－３狔＝０的通解．

解　该方程的特征方程为

狉
２
－２狉－３＝０，

其特征根为 狉１＝－１，狉２＝３，

故方程的通解为 狔＝犆１ｅ
－狓
＋犆２ｅ

３狓
．

例２　求微分方程狔″－４狔′＋４狔＝０的通解．

解　该方程的特征方程为

狉
２
－４狉＋４＝０，

其特征根为 狉１＝狉２＝２，

故方程的通解为 狔＝犆１ｅ
２狓
＋犆２狓ｅ

２狓
．

例３　求微分方程狔″＋４狔′＋１３狔＝０的通解．

解　该方程的特征方程为

狉
２
＋４狉＋１３＝０，

它有一对共轭复根 狉＝－２±３ｉ，

故方程的通解为 狔＝（犆１ｃｏｓ３狓＋犆２ｓｉｎ３狓）ｅ
－２狓
．

例４　求微分方程

狔″－狔′－２狔＝０

满足初始条件狔狘狓＝０＝０，狔′狘狓＝０＝３的特解．

解　该方程的特征方程为

狉
２
－狉－２＝０，

其特征根为 狉１＝２，狉２＝－１，

故方程的通解为 狔＝犆１ｅ
２狓
＋犆２ｅ

－狓，

于是 狔′＝２犆１ｅ
２狓
－犆２ｅ

－狓
．

把初始条件代入上面两式，得关于犆１，犆２ 的方程组

犆１＋犆２＝０，

２犆１－犆２＝３，
｛

求得 犆１＝１，犆２＝－１，

故满足初始条件狔狘狓＝０＝０，狔′狘狓＝０＝３的特解是

狔＝ｅ
２狓
－ｅ

－狓
．
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习题６．４

习题６．４

参考答案

犃

１．求下列微分方程的通解．

（１）狔″＋３狔′－４狔＝０；　　　　（２）狔″－２狔′＋狔＝０；

（３）２狔″＋２狔′＋３狔＝０．

２．求微分方程狔″－２狔′＋２狔＝０满足初始条件狔狘狓＝０＝１，狔′狘狓＝０＝０的特解．

犅

１．求微分方程狔
（４）
－２狔＋５狔″＝０的通解．

２．已知一个二阶常系数线性齐次微分方程有一个解是狔＝ｅ
－５狓，其特

征方程的判别式为零，求此微分方程的通解，并求出其满足初始条

件狔（０）＝１，狔′（０）＝０的特解．

第五节　二阶常系数非齐次线性微分方程

形如

狔″＋狆狔′＋狇狔＝犳（狓） （６ １８）

的微分方程，狆，狇是常数，当犳（狓）≠０时，称为二阶常系数非齐次线性微分方程．

求二阶常系数非齐次线性微分方程（５ １）的通解，可按以下三个步骤进行：

（１）求其对应的齐次线性微分方程狔″＋狆狔′＋狇狔＝０的通解犢．

（２）求非齐次线性微分方程狔″＋狆狔′＋狇狔＝犳（狓）的一个特解狔

．

（３）原方程的通解为狔＝犢＋狔

．

求齐次线性微分方程狔″＋狆狔′＋狇狔＝０的通解犢 的方法前面已讨论过，所以只要研

究一下如何求非齐次线性微分方程狔″＋狆狔′＋狇狔＝犳（狓）的一个特解狔
即可．显然这里

特解狔
与方程右端犳（狓）的函数类型有关，我们讨论犳（狓）为以下两种形式的情形．

１．犳（狓）＝犘犿
（狓）ｅλ

狓 型

其中λ是已知常数，犘犿
（狓）是已知的犿 次多项式

犘犿
（狓）＝犪０狓

犿
＋犪１狓

犿－１
＋…＋犪犿－１狓＋犪犿．
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因为方程（６ １８）右端犳（狓）是多项式犘犿
（狓）与指数函数ｅλ

狓 的乘积，而多项式与指

数函数乘积的导数仍然是同一类型的函数，故可设方程（６ １８）的特解为

狔

＝犙（狓）ｅ

λ狓，

其中犙（狓）是狓的待定多项式．对狔
求导，得

狔
′＝ｅ

λ狓［λ犙（狓）＋犙′（狓）］，

狔
″＝ｅ

λ狓［λ
２
犙（狓）＋２λ犙′（狓）＋犙″（狓）］，

将狔
，狔

′及狔
″代入方程（６ １８），并消去ｅλ

狓，得

犙″（狓）＋（２λ＋狆）犙′（狓）＋（λ
２
＋狆λ＋狇）犙（狓）＝犘犿

（狓）． （６ １９）

λ可能出现的情况分为以下三种．

（１）如果λ不是特征方程狉
２
＋狆狉＋狇＝０的特征根，由于犘犿

（狓）是一个犿 次多项式，

要使式（６ １９）的两端恒等，可令犙（狓）为另一个犿 次多项式犙犿
（狓），即设犙犿

（狓）为

犙犿
（狓）＝犫０狓

犿
＋犫１狓

犿－１
＋…＋犫犿－１狓＋犫犿，

其中犫０，犫１，…，犫犿 为待定系数，于是在此情况下方程（６ １８）的特解可设为

狔

＝犙犿

（狓）ｅλ
狓
．

（２）如果λ是特征方程狉
２
＋狆狉＋狇＝０的单根，即λ

２
＋狆λ＋狇＝０，但２λ＋狆≠０，要

使式（６ １９）的两端恒等，犙′（狓）必须是犿 次多项式，此时可令

犙（狓）＝狓犙犿
（狓）．

于是在此情况下方程（６ １８）的特解可设为

狔

＝狓犙犿

（狓）ｅλ
狓
．

（３）如果λ是特征方程狉
２
＋狆狉＋狇＝０的重根，即λ

２
＋狆λ＋狇＝０且２λ＋狆＝０，要

使式（６ １９）的两端恒等，犙″（狓）必须是犿 次多项式，此时可令

犙（狓）＝狓
２
犙犿
（狓）．

于是在此情况下方程（６ １８）的特解可设为

狔

＝狓

２
犙犿
（狓）ｅλ

狓
．

综上所述，有以下结论：

二阶常系数非齐次线性微分方程狔″＋狆狔′＋狇狔＝犘犿
（狓）ｅλ

狓 的特解可设为

狔

＝狓

犽
犙犿
（狓）ｅλ

狓，

其中犙犿
（狓）是与犘犿

（狓）同次的待定多项式，而犽按λ“不是特征方程的根”“是特征方程
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的单根”“是特征方程的重根”，依次取为０，１，２．

例１　求方程狔″＋狔＝２狓
２
－３的一个特解．

解　这个方程实为狔″＋狆狔′＋狇狔＝犘犿
（狓）ｅλ

狓，当λ＝０，狆＝０，狇＝１，犘犿
（狓）＝２狓

２
－

３时的情形．

λ＝０不是特征方程狉
２
＋１＝０的根，而犘犿

（狓）＝２狓
２
－３是狓的二次多项式，故原方

程的特解为

狔

＝犃狓

２
＋犅狓＋犆，

则 狔
′＝２犃狓＋犅，狔

″＝２犃，

将它们代入原方程得 ２犃＋犃狓
２
＋犅狓＋犆＝２狓

２
－３，

比较上式两端狓的同次幂的系数可得

犃＝２，犅＝０，犆＝－７，

故所求方程的一个特解为 狔

＝２狓

２
－７．

例２　求方程狔″－４狔′＋４狔＝２狓ｅ
２狓 的通解．

解　所求方程是二阶常系数非齐次线性微分方程，且右端函数形如犘犿
（狓）ｅλ

狓，其中

λ＝２，犘犿
（狓）＝２狓，对应的齐次方程为

狔″－４狔′＋４狔＝０，

其特征方程为 狉
２
－４狉＋４＝０，

于是齐次方程的通解为 犢＝（犆１＋犆２狓）ｅ
２狓
．

由于狉＝２是二重特征根，故原方程的特解为

狔

＝狓

２（犃狓＋犅）ｅ
２狓
．

将它们代入原方程得

６犃狓＋２犅＝２狓，

比较上式两端狓的同次幂的系数可得

犃＝
１

３
，犅＝０，

于是所求方程的一个特解为 狔

＝
１

３
狓
３
ｅ
２狓
．

最后得所求方程的通解为

狔＝ 犆１＋犆２狓＋
１

３
狓
３（ ）ｅ２狓．
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２．犳（狓）＝ｅ
λ狓［犃ｃｏｓω狓＋犅ｓｉｎω狓］型

其中λ，犃，犅，ω均为已知常数．与上面类型的讨论类似，方程（６ １８）的特解可设为

狔

＝狓

犽
ｅ
λ狓［犆１ｃｏｓω狓＋犆２ｓｉｎω狓］，

其中犆１，犆２ 为待定系数，而按λ±ｉω “不是特征方程的根”或“是特征方程的单根”，依次

取０或１．

例３　求方程狔″＋３狔′－狔＝ｅ
狓
ｃｏｓ２狓 的一个特解．

解　方程的λ＝１，ω＝２，方程对应的齐次方程为

狔″＋３狔′－狔＝０，

特征方程为 狉
２
＋３狉－１＝０．

故λ＋ｉω＝１＋２ｉ不是特征根，所以设特解为

狔

＝ｅ

狓［犃ｃｏｓ２狓＋犅ｓｉｎ２狓］，　　　　　　　　　

狔
′＝ｅ

狓［（犃＋２犅）ｃｏｓ２狓＋（犅－２犃）ｓｉｎ２狓］，

狔
″＝ｅ

狓［（４犅－３犃）ｃｏｓ２狓＋（－４犃－３犅）ｓｉｎ２狓］，

将它们代入原方程得

（１０犅－犃）ｃｏｓ２狓－（犅＋１０犃）ｓｉｎ２狓＝ｃｏｓ２狓，

比较上式两端ｃｏｓ２狓与ｓｉｎ２狓的系数可得

１０犅－犃＝１，

犅＋１０犃＝０，｛
解此方程组，得 犃＝－

１

１０１
，犅＝

１０

１０１
．

故所求特解为 狔

＝ｅ

狓 －１

１０１
ｃｏｓ２狓＋

１０

１０１
ｓｉｎ２狓［ ］．

例４　求方程狔″＋狔＝ｓｉｎ狓 的一个特解．

解　方程的λ＝０，ω＝１，方程对应的齐次方程为

狔″＋狔＝０，

特征方程为 狉
２
＋１＝０，

故λ＋ｉω＝ｉ是特征根，所以设特解为

狔

＝狓［犃ｃｏｓ狓＋犅ｓｉｎ狓］，　　　　　　　

狔
′＝犃ｃｏｓ狓＋犅ｓｉｎ狓＋狓（犅ｃｏｓ狓－犃ｓｉｎ狓），

狔
″＝２犅ｃｏｓ狓－２犃ｓｉｎ狓－狓（犃ｃｏｓ狓＋犅ｓｉｎ狓），
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将它们代入原方程得

－２犃ｓｉｎ狓＋２犅ｃｏｓ狓＝ｓｉｎ狓，

比较上式两端ｃｏｓ狓与ｓｉｎ狓的系数可得

犃＝－
１

２
，犅＝０，

故所求特解为 狔

＝－

１

２
狓ｃｏｓ狓．

课堂思考６．２

例５　求方程狔″＋狔′－２狔＝ｅ
狓（ｃｏｓ狓－７ｓｉｎ狓）的通解．

解　所求方程对应的齐次方程为

狔″＋狔′－２狔＝０，

特征方程为 狉
２
＋狉－２＝０，

特征根为 狉１＝１，狉２＝－２，

于是齐次方程的通解为

犢＝犆１ｅ
狓
＋犆２ｅ

－２狓，

故λ±ｉω＝１±ｉ不是特征根，故所求方程的特解为

狔

＝ｅ

狓［犃ｃｏｓ狓＋犅ｓｉｎ狓］，　　　　　

狔
′＝ｅ

狓［（犃＋犅）ｃｏｓ狓＋（犅－犃）ｓｉｎ狓］，

狔
″＝ｅ

狓［２犅ｃｏｓ狓－２犃ｓｉｎ狓］，

将它们代入原方程得

（３犅－犃）ｃｏｓ狓－（犅＋３犃）ｓｉｎ狓＝ｃｏｓ狓－７ｓｉｎ狓，

比较上式两端ｃｏｓ狓与ｓｉｎ狓的系数可得

３犅－犃＝１，

－犅－３犃＝－７，｛
解此方程组，得 犃＝２，犅＝１．

故所求方程的特解为

狔

＝ｅ

狓（２ｃｏｓ狓＋ｓｉｎ狓），

所以原方程的通解为

狔＝ｅ
狓（２ｃｏｓ狓＋ｓｉｎ狓）＋犆１ｅ

狓
＋犆２ｅ

－２狓
．
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习题６．５

习题６．５

参考答案

犃

求下列微分方程的通解．

（１）狔″－３狔′＝－６狓＋２；　　　　　　　　　（２）狔″＋狔＝２狓
２
ｅ
狓；

（３）狔″－３狔′＋２狔＝３ｅ
２狓； （４）狔″＋狔＝ｃｏｓ２狓；

（５）狔″－２狔′＋５狔＝ｅ
狓
ｓｉｎ２狓．

犅

求下列微分方程的通解．

（１）狔″－２狔′－３狔＝（１２狓
２
＋２狓）ｅ

－狓
． （２）狔″＋狔＝狓ｃｏｓ２狓．

第六节　微分方程的应用

微分方程的理论和解法都是应用数学的重要分支，它在工程、经济、物理等领域内都

有非常重要的应用．

本节通过几个常见的微分方程的例子，介绍它在实际中的应用．

应用微分方程解决具体问题的步骤是：

（１）分析问题，建立微分方程，并确定初始条件．

（２）求出该微分方程的通解．

（３）根据初始条件确定所求的特解．

例１　已知曲线经过点 ２，
４

３（ ），并且曲线上任何一点的切线斜率与该点到原点连线
的斜率之和等于切点处的横坐标，求此曲线的方程．

解　设曲线上任意一点坐标为犕（狓，狔），那么曲线在点犕 处的切线斜率为狔′，点犕

与原点犗 的连线的斜率为
狔

狓
．依题意有

狔′＋
狔

狓
＝狓．

又曲线过点 ２，
４

３（ ），故有初始条件狔狘狓＝２＝４３．
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由一阶线性微分方程通解的公式得

狔＝ｅ
－∫
１

狓
ｄ狓

∫狓ｅ
∫
１

狓
ｄ狓

ｄ狓＋犆［ ］，

即 狔＝
１

狓

狓
３

３
＋犆（ ），

由初始条件狔狘狓＝２＝
４

３
，得犆＝０．

故所求曲线方程为 狔＝
１

３
狓
２
．

例２　一台电动机运转后，每秒温度升高１℃，设室内温度为１５℃，电动机温度的冷却

速度和电动机与室内温差成正比．求电动机的温度与时间的函数关系．

解　设电动机运转经过时间狋（单位：ｓ）后的温度（单位：℃）为犜＝犜（狋），当时间狋

增加ｄ狋时，电动机的温度也相应地从犜（狋）增加到了犜（狋）＋ｄ犜．

由于在ｄ狋时间内，电动机的温度升高了ｄ狋，同时受室温的影响又下降了犽（犜 －

１５）ｄ狋．因此在ｄ狋时间内温度的实际改变量为

ｄ犜＝ｄ狋－犽（犜－１５）ｄ狋，

或写成

ｄ犜

ｄ狋
＋犽犜＝１＋１５犽，

所以

犜（狋）＝ｅ
－∫犽ｄ狋

∫（１＋１５犽）ｅ
∫犽ｄ狋ｄ狋［ ］＋犆

＝ｅ
－犽狋

（１＋１５犽）ｅ
犽狋

犽
＋犆［ ］，

由题意可知，初始条件为犜狘狋＝０＝１５，所以犆＝－
１

犽
．

故经过时间狋后，电动机的实际温度为

犜（狋）＝１５＋
１

犽
（１－ｅ

－犽狋）．

由上式可见，电动机开动较长时间后，温度将稳定于

犜（狋）＝１５＋
１

犽
．



１７２　　

由以上例题可知，建立微分方程的方法一般有两种：一是直接利用物理或几何条件

等列出方程；二是取微元分析，然后再利用有关定律列出方程．

习题６．６

习题６．６

参考答案

犃

１．设曲线上一点的切线介于两坐标轴间的部分恰为切点所平分．已知曲线经过点

（２，３），求此曲线的方程．

２．已知细菌数量增长的速度与当前数量成正比．１小时后观察到有１０００个细菌；４

小时后有３００个．求：

（１）在任何时刻狋，细菌近似数量的表达式；

（２）最初有多少个细菌？

犅

　　一质量为犿 的潜水艇从水面由静止状态开始下潜，所受阻力与下

潜速度成正比，其比例系数犽＝０．５，试求潜水艇下潜速度狏（狋）与时间狋

的关系．

本 章 小 结

一、学习目标与要求

１．了解微分方程、阶、初始条件、通解和特解的基本概念．

２．会识别可分离变量的一阶微分方程、一阶线性微分方程．熟练掌握可分离变量的

一阶微分方程与一阶线性微分方程的解法．

３．了解形如狔
（狀）
＝犳（狓），狔″＝犳（狓，狔′）及狔″＝犳（狔，狔′）这三种特殊高阶常微分方

程的解法．

４．熟练掌握二阶线性常系数齐次微分方程的解法．

５．了解非齐次微分方程的解法（选学内容）．

６．了解微分方程的应用（选学内容）．

二、本章主要内容

１．常微分方程的基本概念

（１）微分方程

含有未知函数的导数（或微分）的方程称为微分方程．微分方程中出现的未知函数的
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最高阶导数（或微分）的阶数称为微分方程的阶．未知函数是一元函数的微分方程，叫做常

微分方程．

（２）微分方程的解

满足微分方程的函数称为微分方程的解．微分方程的解有两种不同的形式，一种是解

中含有任意常数且任意常数的个数与微分方程的阶数相同，这样的解称为微分方程的通

解；另一种是解中不含有任意常数，这样的解称为微分方程的特解．确定微分方程通解中

的任意常数的值的条件称为初始条件．

２．一阶常微分方程的解法

（１）可分离变量的一阶微分方程

若微分方程经过适当变换，可表示成

ｄ狔

ｄ狓
＝犳（狓）犵（狔），

则称之为可分离变量的一阶微分方程．对上述方程，分离变量得

ｄ狔

犵（狔）
＝犳（狓）ｄ狓，

两边积分得 ∫
ｄ狔

犵（狔）
＝∫犳（狓）ｄ狓，

就可得到包含一个任意常数的方程的通解．

（２）一阶线性微分方程

形如

狔′＋狆（狓）狔＝狇（狓）

的方程称为一阶线性微分方程．当狇（狓）＝０时，上述方程称为一阶齐次线性微分方程；当

狇（狓）≠０时，上述方程称为一阶非齐次线性微分方程．

一阶齐次线性微分方程的求解可用可分离变量法，得通解为

狔＝犆ｅ
－∫狆（狓）ｄ狓；

一阶非齐次线性微分方程的求解可用常数变易法，得通解为

狔＝ｅ
－∫狆（狓）ｄ狓

∫狇（狓）ｅ
∫狆（狓）ｄ狓ｄ狓＋犆［ ］．

３．特殊的高阶常微分方程

（１）狔
（狀）
＝犳（狓），在方程两边依次进行狀次积分，便得到含有狀个任意常数的通解．

（２）狔″＝犳（狓，狔′），可令狔′＝狆，将原方程化为以狆为未知函数的一个方程
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狆′＝犳（狓，狆），

设其通解为狆＝φ（狓，犆１），从而可得原方程通解

狔＝∫φ（狓，犆１）ｄ狓＋犆２．

（３）狔″＝犳（狔，狔′），可令狔′＝狆，将狆看作是自变量狔的函数，由于

狔″＝
ｄ狆

ｄ狓
＝
ｄ狆

ｄ狔
·
ｄ狔

ｄ狓
＝狆

ｄ狆

ｄ狔
，

于是将原方程化为以狆为未知函数的一个方程

狆
ｄ狆

ｄ狔
＝犳（狔，狆）．

设其通解为狆＝φ（狔，犆１），从而可得原方程通解为

∫
ｄ狔

φ（狔，犆１）
＝狓＋犆２．

４．二阶线性常系数微分方程

（１）齐次微分方程

狔″＋狆狔′＋狇狔＝０．

求二阶常系数齐次线性微分方程的通解步骤如下：

① 写出微分方程狔″＋狆狔′＋狇狔＝０的特征方程狉
２
＋狆狉＋狇＝０．

② 求出特征方程的特征根狉１ 和狉２．

③ 根据特征根的不同情形（单根、重根、共轭复根），写出相应的微分方程的通解．

（２）非齐次微分方程

狔″＋狆狔′＋狇狔＝犳（狓）．

求二阶常系数非齐次线性微分方程的通解步骤如下：

① 求其对应的齐次线性微分方程狔″＋狆狔′＋狇狔＝０的通解犢．

② 求非齐次线性微分方程狔″＋狆狔′＋狇狔＝犳（狓）的一个特解狔

．

③ 原方程的通解为狔＝犢＋狔

．

５．微分方程的应用

求解应用题时，首先需要列微分方程，这可根据有关科学知识，分析所研究的变量应

该遵循的规律，找出各量之间的等量关系列出微分方程，然后根据微分方程的类型用相应

的方程求解，还应注意，有的应用问题还含有初始条件．
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综合复习题六

１．填空题．

（１）微分方程狔′＝ｅ
２狓－狔 满足初始条件狔狘狓＝０＝０的特解为　　　　　．

（２）微分方程
ｄ狔

ｄ狓
＝２狓狔的通解为　　　　　．

（３）微分方程狔′－
２

狓＋１
狔＝（狓＋１）

５

２ 的通解为　　　　　　．

（４）设狔１＝ｅ
２狓，狔２＝ｅ

３狓－４，狔３＝ｅ
２（狓＋１），狔４＝ｅ

３狓
－ｅ

２狓 是方程狔″＋狆狔′＋狇狔＝０的四

个特解，方程通解的最简形式为　　　　　．

２．选择题．

（１）微分方程
ｄ狔

ｄ狓
＝狔

２
ｃｏｓ狓 的通解是（　　）．

　　　　　　　　 　　　　　　　　　 　　　　　　　　　 　Ａ．狔＝－ｓｉｎ狓＋犆 Ｂ．狔＝－ｃｏｓ狓＋犆

Ｃ．狔＝
１

ｃｏｓ狓＋犆
Ｄ．狔＝－

１

ｓｉｎ狓＋犆
，还有解狔＝０

（２）微分方程狓狔′＋（１＋狓）狔＝ｅ
狓 的通解是（　　）．

Ａ．狔＝犆
ｅ
－狓

狓
Ｂ．狔＝

ｅ
狓

狓

１

２
ｅ
２狓
＋犆（ ）

Ｃ．狔＝
ｅ
－狓

狓

１

２
ｅ
２狓
＋犆（ ） Ｄ．狔＝

ｅ
－狓

狓
（２ｅ

２狓
＋犆）

（３）微分方程
ｄ狔

ｄ狓
＝狔ｔａｎ狓＋ｓｅｃ狓 满足初始条件狔狘狓＝０＝０的特解是（　　）．

Ａ．狔＝
１

ｃｏｓ狓
（犆＋狓） Ｂ．狔＝

狓

ｃｏｓ狓

Ｃ．狔＝
狓

ｓｉｎ狓
Ｄ．狔＝

１

ｃｏｓ狓
（２＋狓）

（４）微分方程狔″－４狔′＋３狔＝０满足初始条件狔狘狓＝０＝６，狔′狘狓＝０＝１０的特解是

（　　）．

Ａ．狔＝３ｅ
狓
＋ｅ

３狓
Ｂ．狔＝２ｅ

狓
＋３ｅ

３狓

Ｃ．狔＝４ｅ
狓
＋２ｅ

３狓
Ｄ．狔＝犆１ｅ

狓
＋犆２ｅ

３狓

３．解下列微分方程．

（１）２狔ｄ狓＋狓ｄ狔－狓狔ｄ狔＝０；

（２）狔′＋狔＝ｓｉｎ狓；

（３）狔″－５狔′＝０；
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　综合复习题六

　参考答案

（４）狔″－２狔′＋狔＝４ｃｏｓ狓，狔狘狓＝０＝１，狔′狘狓＝０＝－１．

４．解下列微分方程．

（１）狔″＝
１

１＋狓
２
；　　　　　　　　　　　　（２）狔＝２狓＋ｓｉｎ狓．

５．已知一艘汽艇在平静的水中以５ｍ／ｓ的速度运动，这时关闭发动机，经过

２０ｓ后汽艇的速度降至３ｍ／ｓ，求发动机关闭２ｍｉｎ后汽艇的速度．

阅读材料六

微分方程的发展史

微分方程的起源可追溯到１７世纪末，为了解决物理问题、天文学问题，微分方程几乎

与微分、积分同时产生．数学家曾借助于微分方程从理论上得到了行星运动规律，从而验

证了德国天文学家开普勒由实验而得到的结论．天文学家也曾借助于微分方程，在海王星

被观测到之前，推算出它的方位．而今微分方程已成为科学研究的强有力工具．

本章所讲的常微分方程，主要是介绍几类微分方程的初等积分解法，即限于微分方程

历史的第一个时期：１７世纪的后２５年至１８世纪初所得到的求解微分方程的成果．与１７

世纪后期与１８世纪前期的微积分一样，常微分方程最早出现在数学家们彼此的通信中，

或者出现在那些常常重登书信中建立或说明的结果的刊物中．荷兰数学家、物理学家、天

文学家惠更斯在１６９３年的《教师学报》中明确提出微分方程．雅各布·伯努利是利用微积

分求常微分方程问题分析解的先驱之一．在１６９０年，在他发表的论文中就引入了微分

方程．

雅各布·伯努利在１６９５年的学报中提出了伯努利方程
ｄ狓

ｄ狔
＝狆（狓）狔＋狇（狓）狔

（狀）的

问题征解．莱布尼茨在１６９６年给出证明：利用变量替换狕＝狔
１－狀，可以把方程化为关于未

知函数及其导函数都是一次的线性方程．

二阶常微分方程于１６９１年在物理问题的研究中首次出现．雅各布·伯努利研究船帆

在风力下的形状，即膜盖问题时，引入二阶方程
ｄ
２
狓

ｄ狊
２
＝
ｄ狔

ｄ狊（ ）
３

，其中狊为弧长．在其１６９１

年所著的微积分教科书中给出了这个问题的解答，证明了它与悬链线问题在数学上是相

同的．１７３４年１２月丹尼尔·伯努利在给欧拉的信中宣称，他解决了一端固定在墙上，而

另一端自由的弹性横梁的横向位移问题：犽
４ ｄ

４
狔

ｄ狓
４
＝狔，其中犽为常数，狓是横梁上距自由

端的距离，狔是在狓点的相对于横梁未弯曲位置的垂直位移．
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１７００年约翰·伯努利用形如狓φ 的因子可以逐次降低线性微分方程

犪０狓
狀 ｄ

狀
狔

ｄ狓
狀
＋犪１狓

狀－１
ｄ
狀－１
狔

ｄ狓
狀－１
＋…＋犪狀狔＝０

的阶数．１７４０年欧拉用代换狓＝ｅ
犾 的方法求得它的解，后来此方程被命名为欧拉方程．

１７００年以后，利用级数求解微分方程的方法广泛得到使用．１７５０年，欧拉将这种方法

提到重要的位置．１７６６年，达朗倍尔指出，线性非齐次微分方程的通解等于它的特解与相

应线性齐次微分方程的通解之和．

到１８世纪中期，微分方程成为数学中的一门独立学科，而其求解问题成为该学科的

一项重要内容．但对解的理解与寻求却不断发生本质上的变化．起初限于用初等函数表示

解；以后它们允许用一个没有积出的积分表示解；后来在用前两种方法不断失败之后，又

提出用无穷级数表示解．时至今日，微分方程仍然是最有生命力的数学分支之一，几乎渗

透到了各个科学领域，并不断在向前发展．
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级　数

　　级数是高等数学的重要组成部分之一，它是进行函数研究和近似计

算的重要工具，它在数学和工程技术中有着广泛的应用．本章先介绍无穷

级数的一些基本概念，然后讨论如何将函数展开成级数的问题．

第一节　无穷级数的概念与性质

一、无穷级数的基本概念

在生产实践和科学实验中，我们常会遇到无穷数列求和的问题，对于

这类无穷多个数的求和问题，我们给出如下定义．

定义７．１　设数列为狌１，狌２，狌３，…，狌狀，…，则表达式

狌１＋狌２＋狌３＋…＋狌狀＋…

称为常数项无穷级数，记作∑
∞

狀＝１

狌狀，即

∑
∞

狀＝１

狌狀＝狌１＋狌２＋狌３＋…＋狌狀＋…

其中狌狀 称为级数的第狀项，也称为一般项或通项．

例如：

１＋２＋３＋…＋狀＋…；








































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１＋
１

２
＋
１

３
＋…＋

１

狀
＋…；

１－２＋３－４＋…＋（－１）
狀＋１
狀＋…；

都是常数项级数．其中前两个级数为正项级数．

狌１，狌２，狌３，…，狌狀，…也可以是函数数列．如果狌狀＝狌狀（狓）是函数，则级数∑
∞

狀＝１

狌狀称

为函数项级数，把狓＝狓０ 代入，则函数项级数成为常数项级数．

例如：

１＋狓＋狓
２
＋狓

３
＋…＋狓

狀
＋…；

ｃｏｓ狓＋ｃｏｓ２狓＋ｃｏｓ３狓＋…＋ｃｏｓ狀狓＋…；

都是函数项级数．

常数项级数和函数项级数统称为无穷级数，简称级数，在本节中，我们先讨论常数项

级数．

二、常数项级数的收敛

无穷级数是无穷多个数累加的结果，这就无法如通常处理有限个数那样可以直接把

它们逐项相加．我们可以先求有限项的和，然后再运用极限的方法来解决这个无穷多项的

累加问题．

定义７．２　对于无穷级数∑
∞

狀＝１

狌狀，它的前狀项之和

犛狀＝狌１＋狌２＋狌３＋…＋狌狀

称为级数的部分和．

如果当狀→ ∞ 时，犛狀 的极限存在且等于犛，即

ｌｉｍ
狀→∞
犛狀＝犛，

则称级数∑
∞

狀＝１

狌狀 是收敛的，并称犛为该级数的和，即

犛＝狌１＋狌２＋狌３＋…＋狌狀＋…．

如果当狀→∞时，犛狀 极限不存在，则称这个级数是发散的，发散的级数没有和．

显然，当级数收敛时，其部分和犛狀 是级数的和犛的近似值，它们之间的差值

狉狀＝犛－犛狀＝狌狀＋１＋狌狀＋２＋…

叫做级数的余项．用近似值犛狀 代替级数的和犛所产生的误差是这个余项的绝对值，即误

差是 狘狉狀狘．
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例１　判断级数

∑
∞

狀＝１

１

狀（狀＋１）
＝

１

１×２
＋

１

２×３
＋

１

３×４
＋…＋

１

狀（狀＋１）
＋…

是否收敛？若收敛，求它的和犛．

解　该级数的一般项可变形为

１

狀（狀＋１）
＝
１

狀
－

１

狀＋１

所以，前狀项的和为

犛狀＝
１

１×２
＋

１

２×３
＋

１

３×４
＋…＋

１

狀（狀＋１）
　　　　

＝ １－
１

２（ ）＋ １

２
－
１

３（ ）＋ １

３
－
１

４（ ）＋…＋ １

狀
－

１

狀＋１（ ）
＝１－

１

狀＋１
．

因为

ｌｉｍ
狀→∞
犛狀＝ｌｉｍ

狀→∞
１－

１

狀＋１（ ）＝１，

所以级数∑
∞

狀＝１

１

狀（狀＋１）
收敛，其和犛＝１．

例２　判断级数∑
∞

狀＝１

ｌｎ１＋
１

狀（ ）的敛散性．
解　犛狀＝∑

∞

狀＝１

ｌｎ１＋
１

狀（ ）＝ｌｎ２＋ｌｎ３２＋ｌｎ
４

３
＋…＋ｌｎ

狀＋１

狀

＝ｌｎ（１＋狀），

ｌｉｍ
狀→∞
犛狀＝ｌｉｍ

狀→∞
ｌｎ（１＋狀）＝∞，

故级数∑
∞

狀＝１

ｌｎ１＋
１

狀（ ）发散．
例３　判断级数∑

∞

狀＝１

犪狇
狀－１ 的敛散性．

解　当狇≠１时，级数∑
∞

狀＝１

犪狇
狀－１ 前狀项的和

犛狀＝犪＋犪狇＋犪狇
２
＋…＋犪狇

狀－１
＝
犪（１－狇

狀）

１－狇
．
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当狘狇狘＜１时，ｌｉｍ
狀→∞
犛狀＝ｌｉｍ

狀→∞

犪（１－狇
狀）

１－狇
＝

犪

１－狇
，级数∑

∞

狀＝１

犪狇
狀－１ 收敛．

当狘狇狘＞１时，ｌｉｍ
狀→∞
犛狀 不存在，级数∑

∞

狀＝１

犪狇
狀－１ 发散．

当狇＝１时，犛狀＝狀犪，ｌｉｍ
狀→∞
犛狀 不存在，级数∑

∞

狀＝１

犪狇
狀－１ 发散．

级数∑
∞

狀＝１

犪狇
狀－１ 叫做等比级数．

三、级数收敛的必要条件

对于一个级数是否收敛，一般地，我们有如下定理．

定理７．１　如果级数 ∑
∞

狀＝１

狌狀 收敛，那么当狀→∞时其通项狌狀 的极限值为零，即

ｌｉｍ
狀→∞
狌狀＝０．（证明从略）

此定理只是级数收敛的必要条件，而不是充分条件．也就是说，如果ｌｉｍ
狀→∞
狌狀 ＝０，

∑
∞

狀＝１

狌狀 级数不一定收敛；但是如果ｌｉｍ
狀→∞
狌狀 ≠０，则级数∑

∞

狀＝１

狌狀 一定发散．

例如：级数∑
∞

狀＝１

ｌｎ１＋
１

狀（ ）当狀→ ∞ 时，通项ｌｉｍ狀→∞狌狀＝ｌｉｍ狀→∞ｌｎ１＋
１

狀（ ）＝０，但该级数
在例２中我们已求得是发散的．

再如：级数∑
∞

狀＝１

狀ｌｎ
狀＋１

狀
，由于ｌｉｍ

狀→∞
狀ｌｎ

狀＋１

狀
＝ｌｉｍ
狀→∞
ｌｎ１＋

１

狀（ ）
狀

＝１≠０，所以该级

数发散．

四、级数的基本性质

性质７．１　如果级数∑
∞

狀＝１

狌狀 收敛且它的和为犛，那么当犮≠０时，∑
∞

狀＝１

犮狌狀 也是收敛的，

且它的和为犮犛．如果∑
∞

狀＝１

狌狀 发散，那么当犮≠０时，∑
∞

狀＝１

犮狌狀 也发散．

证明　设级数∑
∞

狀＝１

狌狀 与∑
∞

狀＝１

犮狌狀 的部分和分别为犛狀 与犛狀，则

犛
狀
 ＝犮狌１＋犮狌２＋犮狌３＋…＋犮狌狀＝犮犛狀，

若级数∑
∞

狀＝１

狌狀 收敛且它的和为犛，则
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ｌｉｍ
狀→∞
犛
狀
 ＝ｌｉｍ

狀→∞
犮犛狀＝犮ｌｉｍ

狀→∞
犛狀＝犮犛，

所以级数∑
∞

狀＝１

犮狌狀 收敛，其和为犮犛．

由性质１可知，级数的每一项乘以同一个不为零的常数，其敛散性不变．

性质７．２　如果级数∑
∞

狀＝１

狌狀 和∑
∞

狀＝１

狏狀 都收敛，其和分别为犛１ 和犛２，则级数∑
∞

狀＝１

（狌狀 ±

狏狀）也收敛，且其和为犛１±犛２．

证明　设级数∑
∞

狀＝１

狌狀，∑
∞

狀＝１

狏狀，∑
∞

狀＝１

（狌狀±狏狀）的部分和分别为犛狀１，犛狀２，犛狀３，则

犛狀３＝∑
∞

狀＝１

（狌狀±狏狀）＝（狌１±狏１）＋（狌２±狏２）＋（狌３±狏３）＋…＋（狌狀±狏狀）

＝（狌１＋狌２＋狌３＋…＋狌狀）±（狏１＋狏２＋狏３＋…＋狏狀）＝犛狀１±犛狀２

那么

ｌｉｍ
狀→∞
犛狀３＝ｌｉｍ

狀→∞

（犛狀１±犛狀２）＝犛１±犛２．

所以级数∑
∞

狀＝１

（狌狀±狏狀）收敛，其和为犛１±犛２．

我们把级数∑
∞

狀＝１

（狌狀±狏狀）称为级数∑
∞

狀＝１

狌狀 与∑
∞

狀＝１

狏狀 的和（差）．

例４　判别级数∑
∞

狀＝１

２＋（－１）
狀－１

３
狀

是否收敛？若收敛，求其和．

解　因为∑
∞

狀＝１

２

３
狀
是公比狇＝

１

３
的等比级数，它是收敛的，且其和为１．

∑
∞

狀＝１

（－１）
狀－１

３
狀

是公比狇＝－
１

３
的等比级数，它也是收敛的，且其和为

１

４
．

所以，根据性质２，可知级数∑
∞

狀＝１

２＋（－１）
狀－１

３
狀

＝∑
∞

狀＝１

２

３
狀
＋
（－１）

狀－１

３
狀（ ）收敛，其和为

∑
∞

狀＝１

２＋（－１）
狀－１

３
狀

＝∑
∞

狀＝１

２

３
狀
＋∑

∞

狀＝１

（－１）
狀－１

３
狀

＝１＋
１

４
＝
５

４
．

性质７．３　收敛级数加括弧后所成的级数仍然收敛于原来的和．

注：收敛级数去括弧后所成的级数不一定收敛．例如级数

（１－１）＋（１－１）＋…

收敛于零，但级数

１－１＋１－１＋…
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却是发散的．

性质７．４　在一个级数的开头添入或去掉有限项并不影响这个级数的收敛或发散．

注：一个级数增加或减少有限项后，虽然其敛散性不变，但在一般情况下它的和是会

改变的．

例如，犪＝１，狇＝
１

２
的等比级数１＋

１

２
＋
１

４
＋…＋

１

２
狀－１
＋…是收敛的，减去它的前

五项得到级数
１

３２
＋
１

６４
＋…＋

１

２
狀－１
＋… 显然仍是收敛的，但前一个级数的和为２，后一

个级数的和为
１

１６
．

习题７．１

习题７．１

参考答案

犃

１．判别下列级数的敛散性，如果收敛，则求其和．

（１）１＋２＋３＋４＋…＋狀＋…；

（２）∑
∞

狀＝１

（－１）
狀 ２

３（ ）
狀

．

２．判别下列级数的敛散性．

（１）ｅ－ｅ
２
＋ｅ

３
－ｅ

４
＋…＋（－１）

狀－１
ｅ
狀
＋…；

（２）１＋ｌｎ
２
３＋ｌｎ

３
３＋ｌｎ

４
３＋…；

（３）
１

３
＋
１

槡３
＋
１
３

槡３
＋
１
４

槡３
＋…．

犅

１．判别下列级数的敛散性，如果收敛，则求其和．

（１）∑
∞

狀＝２

１

狀
２
－１

；　　　　　　　　（２）∑
∞

狀＝１

ｓｉｎ
狀π

６
．

２．判别下列级数的敛散性．

（１）－
８

９
＋
８
２

９
２
－
８
３

９
３
＋…＋（－１）

狀－１
８
狀

９
狀
＋…；

（２）
１

２
＋
１

３（ ）＋ １

２
２
＋
１

３
２（ ）＋ １

２
３
＋
１

３
３（ ）＋…．
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第二节　正项级数及其审敛法

利用级数的定义和性质去判断一个级数的收敛情况，往往是很困难的，因此需要建立

判断级数敛散情况的审敛法．下面介绍几种正项级数的审敛法．

一、正项级数的定义

第一节所讲的都是一般的常数项级数．级数中各项可以是正数、负数或者零．现在我

们讨论各项都是正数或零的级数，即正项级数．这种级数特别重要，以后可以看到许多级

数的敛散性问题会归结为正项级数的敛散性问题．

定义７．３　如果级数∑
∞

狀＝１

狌狀的每一项都是非负数，即狌狀≥０（狀＝１，２，３，…），则称该

级数为正项级数．

二、正项级数的审敛法

设正项级数

狌１＋狌２＋…＋狌狀＋…

的部分和为犛狀．由第一节所学知，若ｌｉｍ
狀→∞
犛狀＝犛，正项级数收敛；若极限不存在，正项级数

发散．

下面给出正项级数的审敛方法．

１．正项级数的比较审敛法

定理７．２　设两个正项级数∑
∞

狀＝１

狌狀 及∑
∞

狀＝１

狏狀，且（狌狀 ≤狏狀）（狀＝１，２，３，…）．如果

∑
∞

狀＝１

狏狀 收敛，那么∑
∞

狀＝１

狌狀 也收敛；如果∑
∞

狀＝１

狌狀 发散，那么∑
∞

狀＝１

狏狀 也发散（证明从略）．

例１　判别级数∑
∞

狀＝１

１

狀
２
＋狀＋１

的敛散性．

解　
１

狀
２
＋狀＋１

＜
１

狀
２
＋狀

＝
１

狀（狀＋１）
，
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因级数∑
∞

狀＝１

１

狀（狀＋１）
（第一节例１）收敛，所以级数∑

∞

狀＝１

１

狀
２
＋狀＋１

也收敛．

例２　判断级数∑
∞

狀＝１

１

狀
是否收敛？

解　由第一节例２知，级数∑
∞

狀＝１

ｌｎ１＋
１

狀（ ）是发散的，

而　ｌｎ（１＋狓）＜狓（狓＞０）　 令狔＝ｌｎ（１＋狓）－狓；　狔′＝
１

１＋狓
－１＝

－狓

１＋狓
＜０（ ），

则 ｌｎ１＋
１

狀（ ）＜ １狀　（狀＝１，２，３，…）．

所以∑
∞

狀＝１

ｌｎ１＋
１

狀（ ）＜∑
∞

狀＝１

１

狀
，从而∑

∞

狀＝１

１

狀
发散．

我们称这个级数为调和级数．

例３　判别级数∑
∞

狀＝１

１

狀
２
的敛散性．

解　
１

狀
２ ＜

１

狀
２
－１

，

因级数∑
∞

狀＝１

１

狀
２
－１

收敛（习题７．１中Ｂ类第１题的（１）），所以由比较审敛法可知，级

数∑
∞

狀＝１

１

狀
２
收敛．

例４　判别狆 级数∑
∞

狀＝１

１

狀
狆
（狆＞０）敛散性．

解　当狆≤１时，因

１

狀
狆
≥
１

狀
（狀＝１，２，３，…），

而调和级数∑
∞

狀＝１

１

狀
发散，所以由比较审敛法可知，这时狆 级数∑

∞

狀＝１

１

狀
狆
发散．

当狆＞１时，狆 级数∑
∞

狀＝１

１

狀
狆
收敛（推证从略）．

２．正项级数的比值审敛法（达朗贝尔判别法）

定理７．３　如果正项级数∑
∞

狀＝１

狌狀，满足条件：
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ｌｉｍ
狀→∞

狌狀＋１

狌狀
＝ρ，

则：

当ρ＜１时，级数收敛；

当ρ＞１或ｌｉｍ
狀→∞

狌狀＋１

狌狀
＝∞ 时，级数发散；

当ρ＝１时，级数可能收敛也可能发散．

定理７．３证明从略．

例５　判别下列级数的敛散性．

（１）∑
∞

狀＝１

２
狀

狀
；　　　　　　　　（２）∑

∞

狀＝１

犪
狀

狀！
（犪＞０）；

（３）∑
∞

狀＝１

５
狀

狀
５
．

解　（１）因为

ｌｉｍ
狀→∞

狌狀＋１

狌狀
＝ｌｉｍ
狀→∞

２
狀＋１

狀＋１

２
狀

狀

＝ｌｉｍ
狀→∞

２狀

狀＋１
＝２＞１，

从而级数∑
∞

狀＝１

２
狀

狀
发散．

（２）因为

ｌｉｍ
狀→∞

狌狀＋１

狌狀
＝ｌｉｍ
狀→∞

犪
狀＋１

（狀＋１）！

犪
狀

狀！

＝ｌｉｍ
狀→∞

犪

狀＋１
＝０＜１，

从而级数∑
∞

狀＝１

犪
狀

狀！
（犪＞０）收敛．

（３）因为

ｌｉｍ
狀→∞

狌狀＋１

狌狀
＝ｌｉｍ
狀→∞

５
狀＋１

（狀＋１）
５

５
狀

狀
５

＝ｌｉｍ
狀→∞

５

狀＋１

狀（ ）
５
＝５＞１，

从而级数∑
∞

狀＝１

５
狀

狀
５
发散．
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习题７．２

习题７．２

参考答案

犃

１．用比较审敛法判别下列级数的敛散性．

（１）∑
∞

狀＝１

１

２狀＋１
；　　　　　　　　　（２）∑

∞

狀＝１

１

（狀＋１）（狀＋４）
；

（３）∑
∞

狀＝１

１＋狀

１＋狀
２
．

２．用比值审敛法判别下列级数的敛散性．

（１）∑
∞

狀＝１

１

（２狀＋１）！
；　　　 （２）∑

∞

狀＝１

２
狀

狀
狀
．

犅

１．用比较审敛法判别下列级数的敛散性．

（１）∑
∞

狀＝１

ｓｉｎ
π

２
狀
；　　　　 （２）∑

∞

狀＝１

１

１＋犪
狀
（犪＞０）；

（３）∑
∞

狀＝３

１

ｌｎ狀
．

２．用比值审敛法判别下列级数的敛散性．

（１）∑
∞

狀＝１

狀
狀

狀！
；　　　　 （２）∑

∞

狀＝１

３
狀

狀２
狀
；

（３）∑
∞

狀＝１

３狀

２
狀
．

第三节　幂级数

前面我们研究的级数都是常数项级数，在自然科学与工程技术中运用级数处理实际

问题时，经常用到的级数是函数项级数．从这一节开始，我们将介绍函数项级数．
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一、函数项级数的概念

设函数犳１（狓），犳２（狓），犳３（狓），…，犳狀（狓），…，其中每一个函数都在同一个区间犐

上有定义，那么表达式

∑
∞

狀＝１

犳狀（狓）＝犳１（狓）＋犳２（狓）＋犳３（狓）＋…＋犳狀（狓）＋…

称为定义在犐上的函数项级数．

显然，当上面级数中的变量狓取定了某一个值狓０ 时，它就变为一个常数项级数：

犳１（狓０）＋犳２（狓０）＋犳３（狓０）＋…＋犳狀（狓０）＋…．

如果此级数收敛，则称狓０ 是函数项级数的一个收敛点，否则称狓０ 为发散点．函数项级数

的收敛点的全体称为函数项级数的收敛域．对于收敛域上每一个狓，都有级数的一个和数

犛．于是可知犛是狓的函数，记作犛（狓），并称犛（狓）为函数项级数的和函数，即

犛（狓）＝∑
∞

狀＝１

犳狀（狓）　　 或 　　犛（狓）＝ｌｉｍ
狀→∞
犛狀（狓），

其中

犛狀（狓）＝犳１（狓）＋犳２（狓）＋犳３（狓）＋…＋犳狀（狓）

称为部分和函数，狓在收敛域内．

例如，函数项级数

１＋狓＋狓
２
＋狓

３
＋…＝

１

１－狓
（－１＜狓 ＜１），

区间（－１，１）为级数收敛域，和函数为犛（狓）＝
１

１－狓
．

在函数项级数中，最重要的一类级数就是幂级数，它在工程技术研究与近似计算中有

着广泛的应用．

二、幂级数及其收敛域

形如

∑
∞

狀＝１

犪狀（狓－狓０）
狀
＝犪０＋犪１（狓－狓０）＋犪２（狓－狓０）

２
＋…＋犪狀（狓－狓０）

狀
＋…

（７ １）
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形式的函数项级数，称为幂级数．其中狓０ 及犪０，犪１，犪２，…，犪狀，…均为常数，犪０，

犪１，犪２，…，犪狀，…称为幂级数的系数．当狓０＝０时，幂级数表示为

∑
∞

狀＝１

犪狀狓
狀
＝犪０＋犪１狓＋犪２狓

２
＋犪３狓

３
＋…＋犪狀狓

狀
＋…． （７ ２）

我们着重研究幂级数（７ ２）的收敛域的问题，至于幂级数（７ １）的收敛域的问题，只

需要作变换狋＝狓－狓０，将幂级数∑
∞

狀＝１

犪狀（狓－狓０）转变为幂级数∑
∞

狀＝１

犪狀狋
狀 即可讨论其收敛

问题．

１．幂级数∑
∞

狀＝１

犪狀狓
狀
＝犪０＋犪１狓＋犪２狓

２
＋…＋犪狀狓

狀 的收敛

与常数项级数一样，我们把犛狀（狓）＝犪０＋犪１狓＋犪２狓
２
＋…＋犪狀狓

狀称为幂级数的部分

和．如果部分和当狀→ ∞ 时，对区间犐中的每一点都收敛，那么称级数在区间犐内收敛．

此时，犛狀 的极限是定义在区间犐中的函数，记作犛（狓）．这个函数犛（狓）称为级数的和函

数，简称和，记作

犛（狓）＝∑
∞

狀＝１

狀狓
狀
＝犪０＋犪１狓＋犪２狓

２
＋…＋犪狀狓

狀
＋…．

对于幂级数，我们关心的问题仍是它的收敛与发散的判定问题，下面我们来学习关于

幂级数收敛的判定定理．

２．幂级数的审敛定理

定理７．４　设幂级数

∑
∞

狀＝１

犪狀狓
狀
＝犪０＋犪１狓＋犪２狓

２
＋…＋犪狀狓

狀
＋…，

如果极限

ｌｉｍ
狀→∞

犪狀＋１

犪狀
＝ρ，

那么，当狘狓狘＜
１

ρ
时，幂级数收敛；当狘狓狘＞

１

ρ
时，幂级数发散；当ρ＝０时，级数在

狘狓狘＜＋∞ 时收敛；当ρ＝＋∞ 时，级数仅在点狓＝０处收敛．

由上面的定理我们可知：幂级数的收敛区间是关于原点对称的区间狘狓狘＜
１

ρ
在这

个区间内级数收敛，在这个区间外级数发散．区间狘狓狘＜
１

ρ
称为幂级数的收敛区间．正数

１

ρ
或＋∞ 为幂级数的收敛半径，记作犚．
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因此，幂级数∑
∞

狀＝０

犪狀狓
狀 的收敛半径

犚＝

１

ρ
， ρ≠０，

＋∞， ρ＝０，

０， ρ＝＋∞．

烅

烄

烆

讨论幂级数收敛的问题主要在于收敛半径的寻求．

当狘狓狘＝
１

ρ
＝犚 时，级数的敛散性不能由定理来判定，需另行讨论．

求幂级数∑
∞

狀＝０

犪狀狓
狀 的收敛区间的步骤是：

（１）首先求出收敛半径犚．

（２）判断狓＝±犚 时级数的敛散性．

（３）最后写出收敛区间．

例１　求幂级数

１＋狓＋
１

２！
狓
２
＋
１

３！
狓＋…＋

１

狀！
狓
狀
＋…

的收敛区间．

解　因为犪狀＝
１

狀！
，而

ｌｉｍ
狀→∞

犪狀＋１

犪狀
＝ｌｉｍ
狀→∞

１

（狀＋１）！

１

狀！

＝ｌｉｍ
狀→∞

１

狀＋１
＝０，

故收敛半径犚＝＋∞．所以此幂级数的收敛区间是（－∞，＋∞）．

例２　求幂级数

狓－
１

２
狓
２
＋
１

３
狓
３
－
１

４
狓
４
＋…＋（－１）

狀＋１
１

狀
狓
狀
＋…

的收敛区间．

解　因为

ρ＝ｌｉｍ
狀→∞

犪狀＋１

犪狀
＝ｌｉｍ
狀→∞

（－１）
狀＋１

１

狀＋１

（－１）
狀 １

狀

＝１，
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所以收敛半径犚＝
１

ρ
＝１．

对于端点狓＝－１，级数成为

－１－
１

２
－
１

３
－
１

４
－…－

１

狀
－…，

此时级数发散；

对于端点狓＝１，级数成为

１－
１

２
＋
１

３
－…＋（－１）

狀＋１
１

狀
＋…，

级数∑
∞

狀＝１

（－１）
狀－１
１

狀
是收敛的（此结论推导从略，对交错级数有兴趣的读者可以自学）．

因此，幂级数的收敛区间是（－１，１］．

例３　求幂级数∑
∞

狀＝１

（－１）
狀
（狓－１）

狀

２
狀

的收敛区间．

解　令狋＝狓－１，上述级数变为

∑
∞

狋＝１

（－１）
狀 狋

狀

２
狀
．

因为

ρ＝ｌｉｍ
狀→∞

犪狀＋１

犪狀
＝ｌｉｍ
狀→∞

（－１）
狀＋１

２
狀＋１

（－１）
狀

２
狀

＝
１

２
，

所以收敛半径犚＝２．

当狋＝２时，级数成为

－１＋１－１＋…＋（－１）
狀
＋…，

此时级数发散；

当狋＝－２时，级数成为

１＋１＋１＋…＋１＋…，

此时级数也发散．因此级数∑
∞

狋＝１

（－１）
狀 狋

狀

２
狀
的收敛区间是－２＜狋＜２，即－２＜狓－１＜

２，所以级数∑
∞

狀＝１

（－１）
狀
（狓－１）

狀

２
狀

的收敛区间是（－１，３）．
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三、幂级数的运算

设幂级数∑
∞

狀＝０

犪狀狓
狀 与∑

∞

狀＝０

犫狀狓
狀 的收敛半径分别为犚１ 与犚２，它们的和函数分别为

犛１（狓），犛２（狓），记作犚＝ｍｉｎ｛犚１，犚２｝．那么幂级数可以进行下列运算．

１．加法和减法

∑
∞

狀＝０

犪狀狓
狀
±∑

∞

狀＝０

犫狀狓
狀
＝∑

∞

狀＝０

（犪狀＋犫狀）狓
狀
＝犛１（狓）＋犛２（狓），狓 ∈ （－犚，犚）．

２．乘法

（∑
∞

狀＝０

犪狀狓
狀）·（∑

∞

狀＝０

犫狀狓
狀）＝犪０犫０＋（犪０犫１＋犪１犫０）狓＋（犪０犫２＋犪１犫１＋犪２犫０）狓２＋…
＝犛１（狓）·犛２（狓），狓 ∈ （－犚，犚）．

３．逐项求导数

设幂级数∑
∞

狀＝０

犪狀狓
狀 的收敛半径为犚，则在（－犚，犚）内和函数犛（狓）可导，且有

犛′（狓）＝（∑
∞

狀＝０

犪狀狓
狀）′＝∑

∞

狀＝０

（犪狀狓
狀）′＝∑

∞

狀＝０

狀犪狀狓
狀－１，

所得幂级数的收敛半径仍为犚，但在收敛区间端点处的敛散性可能改变．

４．逐积分

设幂级数∑
∞

狀＝０

犪狀狓
狀 的收敛半径为犚，则在（－犚，犚）内和函数犛（狓）可积，且有

∫
狓

０

犛（狓）ｄ狓＝∫
狓

０
∑
∞

狀＝０

犪狀狓
狀
ｄ狓＝∑

∞

狀＝０∫
狓

０

犪狀狓
狀
ｄ狓＝∑

∞

狀＝０

１

狀＋１
犪
狀
狓
狀＋１，

所得幂级数的收敛半径仍为犚，但在收敛区间端点处的敛散性可能改变．

例４　求幂级数∑
∞

狀＝１

狓
狀

狀
的和函数．

解　设幂级数∑
∞

狀＝１

狓
狀

狀
的和函数为犛（狓），在其收敛域内有

犛′（狓）＝ ∑
∞

狀＝１

狓
狀

狀（ ）′＝∑
∞

狀＝１

狓
狀－１
＝

１

１－狓
，狓 ∈ （－１，１），
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所以

犛（狓）＝∫
狓

０

１

１－狓
ｄ狓＝－ｌｎ（１－狓）．

又当狓＝－１时，幂级数∑
∞

狀＝１

狓
狀

狀
＝∑

∞

狀＝１

（－１）
狀

狀
收敛；当狓＝１时，幂级数∑

∞

狀＝１

狓
狀

狀
＝

∑
∞

狀＝１

１

狀
发散．

因此∑
∞

狀＝１

狓
狀

狀
＝－ｌｎ（１－狓），狓 ∈ ［－１，１）．

综上可知：幂级数在其收敛区间内就像普通的多项式一样，可以相加、相减、逐项求

导、逐项积分．

习题７．３

犃

１．求下列幂级数的收敛区间．

（１）－狓－
狓
２

２
－
狓
３

３
－
狓
４

４
－…－

狓
狀

狀
－…；

（２）
狓

３
＋
２狓

２

３
２
＋
３狓

３

３
３
＋…＋

狀狓
狀

３
狀
＋…；

（３）∑
∞

狀＝１

２
狀

狀
２
＋１
狓
狀；

（４）１＋狓＋２
２
狓
２
＋３

３
狓
３
＋…＋狀

狀
狓
狀
＋…．

２．利用幂级数逐项求导或逐项积分，求下列幂级数的收敛区间，并求和函数．

（１）１＋２狓＋３狓
２
＋４狓

３
＋…；　　　　　

（２）狓＋
狓
３

３
＋
狓
５

５
＋
狓
７

７
＋…．

犅

１．求下列幂级数的收敛区间．

（１）∑
∞

狀＝１

１

２狀（２狀－１）
狓
狀； （２）∑

∞

狀＝１

１

槡狀
（狓－５）

狀；

（３）∑
∞

狀＝０

狀！狓
狀
．
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习题７．３

参考答案

２．利用幂级数逐项求导或逐项积分，求下列幂级数的收敛区间，并求和函数．

（１）∑
∞

狀＝１

２狀狓
２狀－１；（２）∑

∞

狀＝１

２狀－１

２
狀
狓
２狀－２；

（３）∑
∞

狀＝１

狀（狀＋１）狓
狀
．

第四节　函数的幂级数展开式

我们知道，幂级数的每一项都是幂函数，它的部分和犛狀（狓）是狓的一个狀次多项式，

在其收敛域内，幂级数的和函数犛（狓）就可以用它的部分和犛狀（狓）来逼近，而且误差犚狀＝

犛（狓）－犛狀（狓）当狀→∞时趋于零，所以这种逼近可以达到任意的精确度．这就启发我们

用多项式去逼近一个比较复杂的函数，从而得到近似．这个问题实质上就是把已知函数展

开成幂级数的问题．

那么对于任意一个函数犳（狓），能否将其展开成一个幂级数？如果能够展开成一个幂

级数，它是否以犳（狓）为和函数？

一、泰勒级数

如果函数犳（狓）在点狓０ 附近有直到狀＋１阶导数，则有

犳（狓）＝犳（狓０）＋犳′（狓０）（狓－狓０）＋
犳″（狓０）

２！
（狓－狓０）

２
＋…＋

犳
（狀）（狓０）

狀！
（狓－狓０）

狀
＋犚狀（狓）， （７ ３）

课堂练习７．１ 　

称（７ ３）式为泰勒公式（不加证明），其中犚狀（狓）称为余项．

如果函数犳（狓）在点狓０ 附近有任意阶导数，我们就可得到如下一个幂

级数：

犳（狓０）＋犳′（狓０）（狓－狓０）＋
犳″（狓０）

２！
（狓－狓０）

２
＋…＋
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犳
（狀）（狓０）

狀！
（狓－狓０）

狀
＋… （７ ４）

称幂级数（７ ４）为函数犳（狓）在点狓０ 处的泰勒级数．

显然，在点狓＝狓０ 处，犳（狓）的泰勒级数收敛于犳（狓０）；但除了点狓＝狓０ 处外，犳（狓）

是否一定收敛？如果收敛，它是否一定收敛于犳（狓）？关于这些问题，我们有如下定理．

定理７．５　若函数在点狓０ 的左右附近有任意阶导数，则函数的泰勒级数收敛于

犳（狓），即

犳（狓）＝犳（狓０）＋犳′（狓０）（狓－狓０）＋
犳″（狓０）

２！
（狓－狓０）

２
＋…＋

犳
（狀）（狓０）

狀！
（狓－狓０）

狀
＋… （７ ５）

成立的充要条件是

ｌｉｍ
狀→∞
犚狀（狓）＝０　（证明从略）．

我们把公式（７ ５）叫做函数犳（狓）在点狓０ 左右附近展成泰勒级数．

在泰勒级数展开式（７ ５）中，如果取狓０＝０，由（７ ５）有

犳（狓）＝犳（０）＋犳′（０）狓＋
犳″（０）

２！
狓
２
＋
犳（０）

３！
狓
３
＋…＋

犳
（狀）（０）

狀！
狓
狀
＋…，

（７ ６）

称公式（７ ６）为犳（狓）的麦克劳林级数展开式．

函数展开成关于狓的幂级数，则这个幂级数一定是麦克劳林级数，即函数的幂级数展

开式是唯一的，它一定与犳（狓）的麦克劳林级数（７ ６）相一致．定理也说明，任意一个函数

只要有任意阶的导数，就可以展开成幂级数的形式，并且展开式是唯一的．在一定条件下，

幂级数展开式在其收敛域内收敛于犳（狓）．

下面研究将函数展开为幂级数的方法．

二、函数展为幂级数的直接展开法

利用公式（７ ５）或（７ ６）将函数犳（狓）展开成幂级数的方法，称为直接展开法．

麦克劳林级数即是将函数展开成狓（在点狓＝０处）的幂级数，泰勒级数即是将函数展

开成（狓－狓０）（在点狓＝狓０ 处）的幂级数．

在第三节我们知道的如下两个级数及其和函数，正是函数的麦克劳林级数的展开式：

１

１＋狓
＝１－狓＋狓

２
－狓

３
＋…＋（－１）

狀
狓
狀
＋…，狓 ∈ （－１，１），
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１

１－狓
＝１＋狓＋狓

２
＋狓

３
＋…＋狓

狀
＋…，狓 ∈ （－１，１）．

例１　将函数犳（狓）＝ｅ
狓 展开成狓的幂级数．

解　由于犳
（狀）（狓）＝ｅ

狓（狀＝１，２，３，…），所以

犳（０）＝犳′（０）＝犳″（０）＝…＝犳
（狀）（０）＝１，

于是，得

ｅ
狓
＝１＋狓＋

１

２！
狓
２
＋
１

３！
狓
３
＋…＋

１

狀！
狓
狀
＋…，

它的收敛半径犚＝＋∞ 于是，得展开式

ｅ
狓
＝１＋狓＋

１

２！
狓
２
＋
１

３！
狓
３
＋…＋

１

狀！
狓
狀
＋…　（－∞ ＜狓 ＜＋∞）．

例２　将函数犳（狓）＝ｓｉｎ狓 展开成狓的幂级数．

解　由于

犳
（狀）（狓）＝ｓｉｎ狓＋

狀π

２（ ）（狀＝０，１，２，３，…），
将狓＝０代入得

犳（０）＝０，犳′（０）＝１，犳″（０）＝０，犳
（３）（０）＝－１，…，

犳
（２狀）（０）＝０，犳

（２狀＋１）（０）＝（－１）
狀，…

于是得犳（狓）＝ｓｉｎ狓 的麦克劳林展开式

ｓｉｎ狓＝狓－
１

３！
狓
３
＋
１

５！
狓
５
－…＋

（－１）
狀

（２狀＋１）！
狓
２狀＋１
＋…

＝∑
∞

狀＝０

（－１）
狀

（２狀＋１）！
狓
２狀＋１，狓 ∈ （－∞，＋∞）．

即 ｓｉｎ狓＝∑
∞

狀＝０

（－１）
狀

（２狀＋１）！
狓
２狀＋１，狓 ∈ （－∞，＋∞）．

三、间接展开法

以上将函数展开成幂级数的例子，是直接按公式犪狀 ＝
犳
（狀）（０）

狀！
求得系数，这种直接

展开的方法计算量较大，下面我们利用一些已知函数的展开式，运用幂级数的运算（如四
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则运算、逐项求导、逐项积分）以及变量代换等，将所给函数展开成幂级数，这种求函数的

幂级数展开式的方法称为间接展开法．

例３　将函数犳（狓）＝ｃｏｓ狓 展开成麦克劳林级数．

解　已知

ｓｉｎ狓＝∑
∞

狀＝０

（－１）
狀

（２狀＋１）！
狓
２狀＋１，

逐项微分，得

ｃｏｓ狓＝∑
∞

狀＝０

（－１）
狀

（２狀＋１）！
狓
２狀＋１［ ］′＝∑

∞

狀＝０

（－１）
狀

（２狀）！
狓
２狀
．

由于幂级数展开式是唯一的，所以上式就是ｃｏｓ狓的麦克劳林级数．

例４　将函数犳（狓）＝ａｒｃｔａｎ狓 展开成麦克劳林级数．

解　因为

１

１＋狓
＝１－狓＋狓

２
－…＋（－１）

狀
狓
狀
＋…，狓 ∈ （－１，１），

将狓换成狓
２，得

１

１＋狓
２
＝１－狓

２
＋狓

４
－狓

６
＋…＋（－１）

狀
狓
２狀
＋…，

两边积分，得

∫
狓

０

１

１＋狓
２
ｄ狓＝∫

狓

０

ｄ狓－∫
狓

０

狓
２
ｄ狓＋∫

狓

０

狓
４
ｄ狓－∫

狓

０

狓
６
ｄ狓＋…＋（－１）

狀

∫
狓

０

狓
２狀
ｄ狓＋…，

即

ａｒｃｔａｎ狓＝狓－
１

３
狓
３
＋
１

５
狓
５
－
１

７
狓
７
＋…＋（－１）

狀 狓
２狀＋１

２狀＋１
＋…，狓 ∈ ［－１，１］．

最后，我们将几个常用函数的幂级数展开式列在下面，以便读者查用．

（１）
１

１＋狓
＝∑

∞

狀＝０

（－１）
狀
狓
狀，狓 ∈ （－１，１）；

（２）
１

１－狓
＝∑

∞

狀＝０

狓
狀，狓 ∈ （－１，１）；

（３）ｅ
狓
＝∑

∞

狀＝０

狓
狀

狀！
，狓 ∈ （－∞，＋∞）；

（４）ｌｎ（１＋狓）＝∑
∞

狀＝１

（－１）
狀

狀
狓
狀，狓 ∈ （－１，１］；
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（５）ｓｉｎ狓＝∑
∞

狀＝０

（－１）
狀

（２狀＋１）！
狓
２狀＋１，狓 ∈ （－∞，＋∞）；

（６）ｃｏｓ狓＝∑
∞

狀＝０

（－１）
狀

（２狀）！
狓
２狀，狓 ∈ （－∞，＋∞）；

（７）ａｒｃｔａｎ狓＝狓－
１

３
狓
３
＋
１

５
狓
５
－
１

７
狓
７
＋…＋（－１）

狀 狓
（２狀＋１）

２狀＋１
＋…，狓∈［－１，１］．

习题７．４

习题７．４

参考答案

犃

将下列函数展开为麦克劳林级数，并写出其收敛区间．

（１）狔＝ｅ
２狓；　　　　　　　　　　　（２）狔＝ｓｉｎ

２
狓．

犅

将下列函数展开为麦克劳林级数，并写出其收敛区间．

（１）狔＝犪
狓（犪＞０，犪≠１）；　　　　　　　　（２）狔＝

１

２
（ｅ
狓
＋ｅ

－狓）；

（３）狔＝
狓

４－狓
； （４）狔＝ｌｎ（犪＋狓）　（犪＞０）．

第五节　傅里叶级数

在物理学和电子工程技术中，经常要遇到另一类重要的函数项级数，即所谓的三角级

数．傅里叶级数是三角级数的特殊形式，本节我们主要讨论傅里叶级数的敛散性及如何将

一个周期函数展开成为傅里叶级数的问题．

一、三角级数

１．三角级数的形式

三角级数的一般形式为
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１

２
犪０＋∑

∞

狀＝１

（犪狀ｃｏｓ狀狓＋犫狀ｓｉｎ狀狓）， （７ ７）

其中犪０，犪狀，犫狀（狀＝１，２，…）都是常数，称为系数．特别地，当犪狀＝０（狀＝０，１，２，…）时，级

数中只含有正弦项，称之为正弦级数．当犫狀＝０（狀＝１，２，…）时，级数中只含常数项和余弦项，

称为余弦级数．级数（７ ７）中的每一项均是周期函数，因此可以用它来描述复杂的周期现象．

２．三角函数的正交性

对于幂级数∑
∞

狀＝０

犪狀狓
狀，我们可以看成是幂函数系｛１，狓，狓

２，…｝的线性组合，同样，

我们可以把三角级数（７ ７）看成三角函数系

｛１，ｃｏｓ狓，ｓｉｎ狓，ｃｏｓ２狓，ｓｉｎ２狓，…｝ （７ ８）

的线性组合．

三角函数系有一个重要的性质，即如下定理所述．

定理７．６（三角函数系的正交性）　三角函数系（７ ８）中任意两个不同函数的乘积在

区间［－π，π］上的积分等于零，即

∫
π

－π

ｃｏｓ狀狓ｄ狓＝０　（狀＝１，２，…），

∫
π

－π

ｓｉｎ狀狓ｄ狓＝０　（狀＝１，２，…），

∫
π

－π

ｓｉｎ犽狓ｃｏｓ狀狓ｄ狓＝０　（犽，狀＝１，２，…，狀≠犽），

∫
π

－π

ｓｉｎ犽狓ｓｉｎ狀狓ｄ狓＝０　（犽，狀＝１，２，…，狀≠犽），

∫
π

－π

ｃｏｓ犽狓ｃｏｓ狀狓ｄ狓＝０　（犽，狀＝１，２，…，狀≠犽）．

三角函数系中任何两个相同的函数的乘积在区间［－π，π］上的积分不等于零，即

∫
π

－π

１
２
ｄ狓＝２π，

∫
π

－π

ｃｏｓ
２
狀狓ｄ狓＝π　（狀＝１，２，…），

∫
π

－π

ｓｉｎ
２
狀狓ｄ狓＝π　（狀＝１，２，…）．

以上各式证明从略．

二、傅里叶级数

设犳（狓）是周期为２π的周期函数，且能展开成三角级数



２００　　

犳（狓）＝
犪０

２
＋∑

∞

狀＝１

（犪狀ｃｏｓ狀狓＋犫狀ｓｉｎ狀狓）， （７ ９）

那么系数犪０，犪１，犫１，…与函数犳（狓）之间存在着怎样的关系？

假定三角级数可逐项积分，则

∫
π

－π
犳（狓）ｄ狓＝∫

π

－π

犪０

２
ｄ狓＋∑

∞

狀＝１

犪狀∫
π

－π

ｃｏｓ狀狓ｄ狓＋犫狀∫
π

－π

ｓｉｎ狀狓ｄ狓（ ），

利用三角函数系的正交性定理可知，上式右端除了第一项外都为０，因此

∫
π

－π
犳（狓）ｄ狓＝∫

π

－π

犪０

２
ｄ狓＝π犪０．

于是，得到犪０＝
１

π∫
π

－π
犳（狓）ｄ狓．

为求得犪狀，先用ｃｏｓ犽狓乘以式（７ ７）的两端，再从－π到π逐项积分，得

∫
π

－π
犳（狓）ｃｏｓ犽狓ｄ狓＝∫

π

－π

犪０

２
ｃｏｓ犽狓ｄ狓＋∑

∞

狀＝１

（犪狀∫
π

－π

ｃｏｓ狀狓ｃｏｓ犽狓ｄ狓＋

犫狀∫
π

－π

ｓｉｎ狀狓ｃｏｓ犽狓ｄ狓）．

利用三角函数系的正交性定理可知，上式右端除了犽＝狀这一项外其余项都为０，因此

∫
π

－π
犳（狓）ｃｏｓ狀狓ｄ狓＝犪狀∫

π

－π

ｃｏｓ
２
狀狓ｄ狓＝犪狀π，

于是，得到

犪狀＝
１

π∫
π

－π
犳（狓）ｃｏｓ狀狓ｄ狓　（犽＝１，２，…）．

类似地，为了求得犫狀，可利用ｓｉｎ犽狓乘以（７ ９）式两端，再从－π到π逐项积分，得

∫
π

－π
犳（狓）ｓｉｎ狀狓ｄ狓＝犫狀π．

于是，得到

犫狀＝
１

π∫
π

－π
犳（狓）ｓｉｎ狀狓ｄ狓　（狀＝１，２，…）．

所以

犪０＝
１

π∫
π

－π
犳（狓）ｄ狓， 　

犪狀＝
１

π∫
π

－π
犳（狓）ｃｏｓ狀狓ｄ狓 （狀＝１，２，…），

犫狀＝
１

π∫
π

－π
犳（狓）ｓｉｎ狀狓ｄ狓 （狀＝１，２，…）．

烅

烄

烆

（７ １０）
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这种方法求得的系数犪０，犪１，犪２，…，犪狀 和犫１，犫２，…，犫狀 叫做函数犳（狓）的傅里叶

系数，简称傅氏系数．由傅里叶系数得到的三角级数叫做函数犳（狓）的傅里叶级数．

一个定义在（－∞，＋∞）上周期为２π的函数犳（狓），如果它在一个周期上可积，则一

定可以作出犳（狓）的傅里叶级数，然而，函数犳（狓）的傅里叶级数是否一定收敛？如果它收

敛，它是否一定收敛于函数犳（狓）？一般来说，这两个问题的答案都不是肯定的，那么，

犳（狓）满足什么条件可以展开成傅里叶级数？下面给出关于上述问题的一个主要结论．

定理７．７（狄利克雷收敛定理，简称狄氏定理）　设函数犳（狓）是周期为２π的周期函

数，如果它在区间［－π，π］上满足条件：

（１）在一个周期内连续或只有有限个第一类间断点；

（２）在一个周期内至多只有有限个极值点；

则犳（狓）的傅里叶级数在［－π，π］上收敛，并且

当狓是犳（狓）的连续点时，级数收敛于犳（狓）；

当狓是犳（狓）的间断点时，级数收敛于
１

２
［犳（狓－０）＋犳（狓＋０）］（证明从略）．

例１　设犳（狓）是周期为２π的周期函数，它在［－π，π）上的表达式为

犳（狓）＝
－１， －π≤狓 ＜０，

１， ０≤狓 ＜π．
｛

求犳（狓）的傅里叶级数，并讨论其敛散性．

解　傅里叶系数计算如下

犪０＝
１

π∫
π

－π
犳（狓）ｄ狓＝０，

犪狀＝
１

π∫
π

－π
犳（狓）ｃｏｓ狀狓ｄ狓＝

１

π∫
０

－π

（－１）ｃｏｓ狀狓ｄ狓＋
１

π∫
π

０

１×ｃｏｓ狀狓ｄ狓＝０

（狀＝０，１，２，…），

犫狀＝
１

π∫
π

－π
犳（狓）ｓｉｎ狀狓ｄ狓＝

１

π∫
０

－π

（－１）ｓｉｎ狀狓ｄ狓＋
１

π∫
π

０

１×ｓｉｎ狀狓ｄ狓　　　

＝
１

π

ｃｏｓ狀狓

狀（ ）
０

－π
＋
１

π
－
ｃｏｓ狀狓

狀（ ）
π

０
＝
１

狀π
（１－ｃｏｓ狀π－ｃｏｓ狀π＋１）

＝
２

狀π
［１－（－１）

狀］＝

４

狀π
， 狀＝１，３，５，…，

０， 狀＝２，４，６，…．

烅

烄

烆

于是犳（狓）的傅里叶级数为

４

π
ｓｉｎ狓＋

１

３
３狓＋…＋

１

２狀－１
ｓｉｎ（２狀－１）狓＋…［ ］
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傅里叶级数　

的展开　

（－∞ ＜狓 ＜＋∞；狓 ≠０，±π，±２π，…）．

所给函数满足收敛定理的条件，它在点狓＝狀π（狀＝０，±１，±２，…）处

不连续，在其他点处连续，从而由收敛定理知道犳（狓）的傅里叶级数收敛，并

且当狓＝狀π时收敛于

１

２
［犳（狓－０）＋犳（狓＋０）］＝

１

２
（－１＋１）＝０，

当狓 ≠狀π时收敛于犳（狓）．

例２　将函数

犳（狓）＝
－狓， －π≤狓 ＜０，

狓， ０≤狓 ≤π，
｛

展开成傅里叶级数．

解　所给函数在区间［－π，π］上满足收敛定理的条件，并且在［－π，π］外作为拓广的周

期函数时，它在每一点狓处都连续，因此对应的傅里叶级数在［－π，π］上收敛于犳（狓）．

计算傅里叶系数如下：

　　　犪０＝
１

π∫
π

－π
犳（狓）ｄ狓＝

１

π∫
０

－π

（－狓）ｄ狓＋
１

π∫
π

０

狓ｄ狓

＝
１

π
－
狓
２

２（ ）
０

－π
＋
１

π

狓
２

２（ ）
π

０
＝π，

　　　犪狀＝
１

π∫
π

－π
犳（狓）ｄ狓

＝
１

π∫
０

－π

（－狓）ｃｏｓ狀狓ｄ狓＋
１

π∫
π

０

狓ｃｏｓ狀狓ｄ狓

＝－
１

π

狓ｓｉｎ狀狓

狀
＋
ｃｏｓ狀狓

狀
２（ ）

０

－π
＋
１

π

狓ｓｉｎ狀狓

狀
＋
ｃｏｓ狀狓

狀
２（ ）

π

０

＝
２

狀
２
π
（ｃｏｓ狀π－１）

＝
－
４

狀
２
π
， 狀＝１，３，５，…，

０， 狀＝２，４，６，…，

烅

烄

烆

　　　犫狀＝
１

π∫
π

－π
犳（狓）ｓｉｎ狀狓ｄ狓

＝
１

π∫
０

－π

（－狓）犳（狓）ｓｉｎ狀狓ｄ狓＋
１

π∫
π

０

狓ｓｉｎ狀狓ｄ狓
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＝－
１

π
－
狓ｃｏｓ狀狓

狀
＋
ｓｉｎ狀狓

狀
２（ ）

０

－π
＋
１

π
－
狓ｃｏｓ狀狓

狀
＋
ｓｉｎ狀狓

狀
２（ ）

π

０

＝０　（狀＝１，２，３，…）．

将求得的系数代入式（７ ９），得到犳（狓）的傅里叶展开式为

犳（狓）＝
π

２
－
４

π
ｃｏｓ狓＋

１

３
２
ｃｏｓ３狓＋

１

５
２
ｃｏｓ５狓＋…（ ）　（－π≤狓 ≤π）．

习题７．５

习题７．５

参考答案

犃

　　以下两个以２π为周期的函数，给出了在（－π，π）上的表达式，将其展开成傅里

叶级数．

（１）犳（狓）＝
π

４
－
狓

２
，狓 ∈ （－π，π）；

（２）犳（狓）＝狓
２，狓 ∈ （－π，π）．

犅

　　设犳（狓）是周期为２π的周期函数，它在［－π，π）上的表达式为

犳（狓）＝狓．将犳（狓）展开成傅里叶级数．

第六节　周期函数的傅里叶级数展开式

一、正弦级数与余弦级数

当犳（狓）为偶函数时，犳（狓）ｓｉｎ狀狓为奇函数，犳（狓）ｃｏｓ狀狓为偶函数，则

犫狀＝
１

π∫
π

－π
犳（狓）ｓｉｎ狀狓ｄ狓＝０　（狀＝１，２，…），

犪狀＝
１

π∫
π

－π
犳（狓）ｃｏｓ狀狓ｄ狓＝

２

π∫
π

０
犳（狓）ｃｏｓ狀狓ｄ狓　（狀＝０，１，２，…），

犪０＝
２

π∫
π

０
犳（狓）ｄ狓．

烅

烄

烆

（７ １１）
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此时傅里叶级数为

犪０

２
＋∑

∞

狀＝１

犪狀ｃｏｓ狀狓，

称之为余弦级数．

当犳（狓）为奇函数时，犳（狓）ｃｏｓ狀狓 为奇函数，犳（狓）ｓｉｎ狀狓 为偶函数，则

犪狀＝
１

π∫
π

－π
犳（狓）ｃｏｓ狀狓ｄ狓＝０　（狀＝０，１，２，…），

犫狀＝
１

π∫
π

－π
犳（狓）ｓｉｎ狀狓ｄ狓＝

２

π∫
π

０
犳（狓）ｓｉｎ狀狓ｄ狓　（狀＝１，２，…），

犪１＝
１

π∫
π

－π
犳（狓）ｄ狓＝０．

烅

烄

烆

（７ １２）

此时傅里叶级数为

∑
∞

狀＝１

犫狀ｓｉｎ狀狓，

称之为正弦级数．

二、在［－π，π］上将函数展开成正弦级数或余弦级数

例１　设函数犳（狓）是周期为２π的周期函数，它在［－π，π）上的表达式为犳（狓）＝狓．

将犳（狓）展开成傅里叶级数．

解　首先，判断所给函数满足收敛定理的条件，它在点

狓＝（２犽＋１）π　（犽＝０，±１，±２，…）

处不连续，因此犳（狓）的傅里叶级数在点狓＝（２犽＋１）π处收敛于

犳（π－０）＋犳（π＋０）

２
＝
π＋（－π）

２
＝０，

又因为在连续点狓（狓 ≠ （２犽＋１）π）处收敛于犳（狓），所以函数满足收敛定理的条件．

其次，若不计狓＝（２犽＋１）π（犽＝０，±１，±２，…），则犳（狓）是周期为２π的奇函数．

显然，此时下式成立：

犪狀＝０　（狀＝０，１，２，３，…），

犫狀＝
２

π∫
π

０
犳（狓）ｓｉｎ狀狓ｄ狓＝

２

π∫
π

０

狓ｓｉｎ狀狓ｄ狓＝
２

π
－
狓ｃｏｓ狀狓

狀
＋
ｓｉｎ狀狓

狀
２（ ）

π

０

＝－
２

狀
ｃｏｓ狀π＝

２

π
（－１）

狀－１
　（狀＝１，２，３，…）．

烅

烄

烆
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将求得的犫狀 代入正弦级数，得犳（狓）的傅里叶级数展开式为

犳（狓）＝２ｓｉｎ狓－
１

２
ｓｉｎ２狓＋

１

３
ｓｉｎ３狓－

１

４
ｓｉｎ４狓＋…＋

（－１）
狀－１

狀
ｓｉｎ狀狓＋…（ ）

＝２∑
∞

狀＝１

（－１）
狀－１

狀
ｓｉｎ狀狓　（－∞ ＜狓 ＜＋∞；狓 ≠±π，±３π，…）

如果函数只在［０，π］上有定义且满足收敛定理的条件，先在开区间（－π，０）内补充

犳（狓）的定义，得到定义在（－π，π］上的函数犉（狓），使它在区间（－π，π）上成为奇函数

（偶函数）．按这种方式拓广函数定义域的过程称为奇延拓（偶延拓）．然后将奇延拓（偶延

拓）后的函数展开成傅里叶级数，这个级数必定是正弦级数（余弦级数）．再限制狓 在（０，

π］上，此时犉（狓）＝犳（狓），这样便得到犳（狓）的正弦级数（余弦级数）展开式．而在区间端

点狓＝０，狓＝π以及区间（０，π）内间断点处，则可根据收敛定理判别其敛散情况．

例２　将函数犳（狓）＝狓＋１（０≤狓 ≤π）分别展开成正弦级数和余弦级数．

解　先展开成正弦级数．为此对函数进行奇延拓：

犳（狓）＝
狓＋１， ０≤狓 ≤π，

狓－１， －π＜狓 ＜０．
｛

此时按上面公式（７ １２）有

犪狀＝０　（狀＝０，１，２，…），

犪０＝
１

π∫
π

－π
犳（狓）ｄ狓＝０，

犫狀＝
２

π∫
π

０
犳（狓）ｓｉｎ狀狓ｄ狓＝

２

π∫
π

０

（狓＋１）ｓｉｎ狀狓ｄ狓

＝
２

狀π
［１－（π＋１）ｃｏｓ狀π］＝

２

π
×
π＋２

狀
　（狀＝１，３，５，…），

－
２

狀
　（狀＝２，４，６，…）．

烅

烄

烆

烅

烄

烆

所以，犳（狓）的正弦级数展开式为

狓＋１＝
２

π
（π＋２）ｓｉｎ狓－

π

２
ｓｉｎ２狓＋

１

３
（π＋２）ｓｉｎ３狓－

π

４
ｓｉｎ４狓＋…［ ］

（０＜狓 ＜π）．

在端点狓＝０及狓＝π处函数间断，级数的和为零，它不代表原来函数的值．

再展开成余弦级数．为此对函数进行偶延拓：

犳（狓）＝
狓＋１， ０≤狓 ≤π，

１－狓， －π＜狓 ＜０．
｛
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按上面公式（７ １１）有

犫狀＝０　（狀＝１，２，…），

犪０＝
２

π∫
π

０
犳（狓）ｄ狓＝

２

π∫
π

０

（狓＋１）ｄ狓＝π＋２，

犪狀＝
２

π∫
π

０
犳（狓）ｃｏｓ狀狓ｄ狓＝

２

π∫
π

０

（狓＋１）ｃｏｓ狀狓ｄ狓

＝
２

狀
２
π
［（－１）

狀
－１］＝

－
４

狀
２
π
　（狀＝１，３，５，…），

０　（狀＝２，４，６，…）．

烅

烄

烆

烅

烄

烆

由于偶延拓后，犳（狓）在狓＝０及狓＝π都连续，所以由收敛定理得犳（狓）的余弦级数展

开式为

狓＋１＝
π

２
＋１－

４

π
ｃｏｓ狓＋

ｃｏｓ３狓

３
２

＋
ｃｏｓ５狓

５
２

＋…（ ）　（０≤狓 ≤π）．

习题７．６

习题７．６

参考答案

犃

将犳（狓）＝
π

４
－
狓

２
在［０，π］上展开成以２π为周期的正弦级数．

犅

将犳（狓）＝２狓
２ 在［０，π］上展开成余弦级数．

本 章 小 结

一、学习目标与要求

１．理解无穷级数的收敛、发散及级数和的概念．

２．掌握无穷级数收敛的必要条件，了解无穷级数的基本性质．

３．掌握等比级数和狆 级数的敛散性，会用正项级数的比较审敛法、比值审敛法判断

敛散性．

４．了解幂级数及其收敛半径的概念，会求幂级数的收敛半径和收敛区间．

５．了解泰勒公式和函数展开成泰勒级数的充要条件．
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６．掌握几个常用函数的麦克劳林级数展开式．

７．了解傅里叶级数及周期函数的傅里叶级数展开式（选学内容）．

二、本章主要内容

１．常数项级数的敛散性

常数项级数∑
∞

狀＝１

狌狀 收敛，ｌｉｍ
狀→∞
犛狀＝犛存在；收敛必要条件为ｌｉｍ

狀→∞
狌狀＝０．

判定一个常数项级数是否收敛，有下列主要方法：

（１）利用级数收敛的必要条件，判别一些级数的发散；

（２）利用收敛定义，即考查ｌｉｍ
狀→∞
犛狀 是否存在；

（３）若为正项级数，则可利用比较审敛法或比值审敛法．

２．正项级数的比较审敛法、比值审敛法

（１）正项级数的比较审敛法

设两个正项级数：

∑
∞

狀＝１

狌狀 及∑
∞

狀＝１

狏狀，且狌狀 ≤狏狀　（狀＝１，２，３，…）．

如果∑
∞

狀＝１

狏狀 收敛，那么∑
∞

狀＝１

狌狀 也收敛；如果∑
∞

狀＝１

狌狀 发散，那么∑
∞

狀＝１

狏狀 也发散．

（２）正项级数的比值审敛法

如果正项级数∑
∞

狀＝１

狌狀，满足条件：

ｌｉｍ
狀→∞

狌狀＋１

狌狀
＝ρ，

那么，当ρ＜１时，级数收敛；当ρ＞１或ｌｉｍ
狀→∞

狌狀＋１

狌狀
＝∞ 时，级数发散；当ρ＝１时，级数可

能收敛也可能发散．

３．幂级数的审敛定理及收敛半径

设有幂级数

∑
∞

狀＝０

犪狀狓
狀
＝犪０＋犪１狓＋犪２狓

２
＋…＋犪狀狓

狀
＋…，

如果极限

ｌｉｍ
狀→∞

犪狀＋１

犪狀
＝ρ，
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那么，当狘狓狘＜
１

ρ
时，幂级数收敛；当狘狓狘＞

１

ρ
时，幂级数发散；当ρ＝０时，级数在

狘狓狘＜＋∞ 时收敛；当ρ＝＋∞ 时，级数仅在点狓＝０处收敛．

幂级数∑
∞

狀＝０

犪狀狓
狀 的收敛半径为

犚＝

１

ρ
， ρ≠０，

＋∞， ρ＝０，

０， ρ＝＋∞．

烅

烄

烆

幂级数∑
∞

狀＝１

犪狀狓
狀 在（－犚，犚）内收敛．

４．泰勒级数与麦克劳林级数

若函数在狓的左右附近有任意阶导数，则函数的泰勒级数展开式为

犳（狓）＝犳（狓０）＋犳′（狓０）（狓－狓０）＋
犳″（狓０）

２！
（狓－狓０）

２
＋…＋

犳
（狀）（狓０）

狀！
（狓－狓０）

狀
＋…，

如果取狓０＝０，得

犳（狓）＝犳（０）＋犳′（０）狓＋
犳（０）

２！
狓
２
＋
犳（０）

３！
狓
３
＋…＋

犳
（狀）（０）

狀！
狓
狀
＋…，

称之为犳（狓）的麦克劳林级数展开式．

５．幂级数的直接展开法与间接展开法

将一个函数展开成幂级数，有直接展开法和间接展开法．

间接展开法与直接展开法相比，有以下优点：

（１）避免直接展开法中求系数时的复杂运算，而由基本展开式可直接求出．

（２）根据幂级数运算保持敛散性不变的性质，由基本展开式可直接求出展开式的收

敛区间，因此不必通过求收敛半径等讨论敛散性．

６．三角级数与傅里叶级数

三角级数的一般形式为

１

２
犪０＋∑

∞

狀＝１

（犪狀ｃｏｓ狀狓＋犫狀ｓｉｎ狀狓）．

傅里叶系数公式为
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犪０＝
１

π∫
π

－π
犳（狓）ｄ狓， 　

犪狀＝
１

π∫
π

－π
犳（狓）ｃｏｓ犽狓ｄ狓 （犽＝１，２，…），

犫狀＝
１

π∫
π

－π
犳（狓）ｓｉｎ犽狓ｄ狓 （犽＝１，２，…）．

烅

烄

烆

７．狄利克雷收敛定理

设函数犳（狓）是周期为２π的周期函数，如果它在区间［－π，π］上满足条件：

（１）在一个周期内连续或只有有限个第一类间断点．

（２）在一个周期内至多只有有限个极值点．

则犳（狓）的傅里叶级数在［－π，π］收敛，并且

① 当狓是犳（狓）的连续点时，级数收敛于犳（狓）．

② 当狓是犳（狓）的间断点时，级数收敛于
１

２
［犳（狓－０）＋犳（狓＋０）］．

综合复习题七

１．选择题．

（１）如果级数∑
∞

狀＝１

狌狀 发散，犽为常数（犽≠０），则级数∑
∞

狀＝１

犽狌狀（　　）．

　　　　　　　　 　　　　　　　　　 　　　　　　　　　 　Ａ．发散 Ｂ．可能收敛 Ｃ．收敛 Ｄ．有界

（２）级数∑
∞

狀＝１

１

狀
２
是（　　）．

Ａ．幂级数 Ｂ．调和级数 Ｃ．狆 级数 Ｄ．等比级数

（３）在下列级数中，发散的是（　　）．

Ａ．１＋
１

２
＋
１

４
＋
１

８
＋…＋

１

２
狀－１
＋…

Ｂ．∑
∞

狀＝１

１

槡狀

Ｃ．∑
∞

狀＝１

１

狀
２

Ｄ．∑
∞

狀＝１

１

狀！

（４）设ｌｉｍ
狀→∞
狌狀＝＋∞ 则级数∑

∞

狀＝１

１

狌狀
－
１

狌狀＋１
（ ）（　　）．



２１０　　

Ａ．必收敛于
１

狌１
Ｂ．敛散性不能判定

Ｃ．必收敛于０ Ｄ．一定发散

（５）设幂级数∑
∞

狀＝０

犪狀狓
狀 的收敛半径为犚（０＜犚＜＋∞），则幂级数∑

∞

狀＝０

犪狀
狓

２（ ）
狀

的收敛

半径为（　　）．

Ａ．
犚

２
Ｂ．２犚 Ｃ．犚 Ｄ．

２

犚

２．判定下列级数的敛散性．

（１）∑
∞

狀＝１

１

狀
狀

槡狀
；　　 （２）∑

∞

狀＝１

（狀！）
２

２狀
２
；

（３）∑
∞

狀＝１

狀ｃｏｓ
２ π

３

２
狀

；　　 （４）∑
∞

狀＝２

１

ｌｎ
１０
狀
．

３．求下列幂级数的收敛域．

（１）∑
∞

狀＝１

１

１＋狓
狀
；　　 （２）∑

∞

狀＝１

３
狀
＋５

狀

狀
狓
狀；

（３）∑
∞

狀＝１

狀（狓＋１）
狀；　　 （４）∑

∞

狀＝１

狀

２
狀
狓
２狀
．

综合复习题七

参考答案

４．求下列常数项级数或幂级数的和．

（１）∑
∞

狀＝１

狀
２

狀！
；　　　　 （２）∑

∞

狀＝１

狀（狓－１）
狀
．

５．将函数犳（狓）＝
１

（２－狓）
２
展开成狓的幂级数．

６．把犳（狓）＝１－狓（０≤狓 ≤π）展开成正弦级数和余弦级数．

阅读材料七

傅里叶究竟干了什么

傅里叶（Ｆｏｕｒｉｅｒ，１７６８—１８３０），法国数学家、物理学家．他１７６８年３月２１日生于欧

塞尔，１８３０年５月１６日卒于巴黎．他９岁父母双亡，被当地教堂收养，１２岁由一位主教送

入地方军事学校读书，１７岁（１７８５年）回乡教数学，１７９４年来到巴黎，成为高等师范学校

的首批学员，次年到巴黎综合工科学校执教．１７９８年他随拿破仑远征埃及时任军中文书
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和埃及研究院秘书，１８０１年回国后任伊泽尔省地方长官．１８１７年他当选为科学院院士，

１８２２年任该院终身秘书，后又任法兰西学院终身秘书和理工科大学校务委员会主席．

傅里叶在数学方面的主要贡献是在研究热的传播时创立的一套数学理论．１８０７年傅

里叶向巴黎科学院呈交论文《热的传播》，推导出著名的热传导方程，并在求解该方程时发

现解函数可以由三角函数构成的级数形式表示，从而提出任一函数都可以展开成三角函

数的无穷级数．傅里叶级数（即三角级数）、傅里叶分析等理论均由此创始．傅里叶的其他

贡献有：最早使用定积分符号，改进了代数方程符号法则的证法和实根个数的判别法等．

傅里叶变换的基本思想首先由傅里叶提出，所以以其名字来命名．从现代数学的眼光来

看，傅里叶变换是一种特殊的积分变换．它能将满足一定条件的某个函数表示成正弦基函

数的线性组合或者积分．在不同的研究领域，傅里叶变换具有多种不同的变体形式，如连

续傅里叶变换和离散傅里叶变换．傅里叶变换属于调和分析的内容．“分析”二字，可以解

释为深入的研究．从字面上来看，“分析”二字，实际就是“条分缕析”而已．它通过对函数的

“条分缕析”来达到对复杂函数的深入理解和研究．从哲学上看，“分析主义”和“还原主

义”，就是要通过对事物内部适当的分析达到增进对其本质理解的目的．比如近代原子论

试图把世界上所有物质的本源分析为原子，而原子不过数百种而已，相对物质世界的无限

丰富，这种分析和分类无疑为认识事物的各种性质提供了很好的手段．在数学领域也是这

样，尽管最初傅里叶分析是作为热的传播过程的解析分析工具，但是其思想方法仍然具有

典型的还原主义和分析主义的特征．“任意”的函数通过一定的分解，都能够表示为正弦函

数的线性组合的形式，而正弦函数在物理上是被充分研究而相对简单的函数类型，这一想

法跟化学上的原子论想法何其相似！奇妙的是，现代数学发现傅里叶变换具有如下良好

的性质，使得它如此好用和有用，让人不得不感叹造物的神奇．

（１）傅里叶变换是线性算子，若赋予适当的范数，它还是酉算子．

（２）傅里叶变换的逆变换容易求出，而且形式与正变换非常类似．

（３）正弦基函数是微分运算的本征函数，从而使得线性微分方程的求解可以转化为

常系数的代数方程的求解．在线性时不变的物理系统内，频率是个不变的性质，从而系统

对于复杂激励的响应可以通过组合其对不同频率正弦信号的响应来获取．

（４）著名的卷积定理指出，傅里叶变换可以化复杂的卷积运算为简单的乘积运算，从

而提供了计算卷积的一种简单手段．

（５）离散形式的傅里叶变换可以利用数字计算机快速算出（其算法称为快速傅里叶

变换算法，简称ＦＦＴ）．

正是由于上述的良好性质，傅里叶变换在物理学、数论、组合数学、信号处理、概率、统

计、密码学、声学、光学等领域都有着广泛的应用．
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拓展模块

数学实验与数学建模





拓展模块Ⅰ
数学实验

２１５　　

犆犎犃犘犜犈犚１ 拓展模块Ⅰ

数学实验

　　由于当今计算机科学的飞速发展，许多生产和管理过程都由计算机

来控制．同时，由于计算机技术的提高，不少原来用人工无法计算的问题，

现在可由计算机来实现．计算机软件是解决实际问题十分有力的工具．

ＭＡＴＬＡＢ是一个集数值计算、符号分析、图像显示、文字处理于一体

的大型集成化数学软件．ＭＡＴＬＡＢ拥有的强大功能，它能使使用者从繁

重的计算工作中解脱出来，所以，ＭＡＴＬＡＢ已成为应用极其广泛的基本

数学软件．学习和掌握数学软件应用，是数学理论和方法与现代计算机技

术有机结合的必然趋势．我们通过使用 ＭＡＴＬＡＢ软件开展数学实验，初

步认识 ＭＡＴＬＡＢ软件环境、使用方法，通过数学实验了解微积分计算中

ＭＡＴＬＡＢ的应用，提高数学学习的实用性、趣味性．

第一节　初识犕犃犜犔犃犅

ＭＡＴＬＡＢ是 ｍａｔｒｉｘｌａｂｏｒａｔｏｒｙ（矩阵实验室）的缩写，是由美国

ＭａｔｈＷｏｒｋｓ公司于２０世纪８０年代初推出的一套以矩阵计算为基础的、

适合多学科、多种工作平台的功能强大的大型软件．ＭＡＴＬＡＢ将数值计

算、可视化和编程功能集成在非常便于使用的环境中，具有编程效率高、

用户使用方便、扩充能力强、移植性好等特点．经过 ＭａｔｈＷｏｒｋｓ公司的不

断完善，目前 ＭＡＴＬＡＢ已经发展成为国际上最优秀的高性能科学与工








































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程计算软件之一．

１．ＭＡＴＬＡＢ优势

（１）高效的数值计算及符号计算功能，能使用户从繁杂的数学运算分析中解脱出来．

（２）具有完备的图形处理功能，实现计算结果和编程的可视化．

（３）友好的用户界面及接近数学表达式的自然化语言，使学习者易于学习和掌握．

（４）功能丰富的应用工具箱（如信号处理工具箱、通信工具箱等），为用户提供了大量

方便实用的处理工具．

２．编程环境

ＭＡＴＬＡＢ由一系列工具组成．这些工具方便用户使用 ＭＡＴＬＡＢ的函数和文件，其

中许多工具采用的是图形用户界面，包括 ＭＡＴＬＡＢ桌面和命令窗口、历史命令窗口、编

辑器和调试器、路径搜索和用于用户浏览帮助、工作空间、文件的浏览器．随着 ＭＡＴＬＡＢ

的商业化以及软件本身的不断升级，ＭＡＴＬＡＢ的用户界面也越来越精致，更加接近

Ｗｉｎｄｏｗｓ的标准界面，人机交互性更强，操作更简单．而且新版本的 ＭＡＴＬＡＢ提供了完

整的联机查询、帮助系统，极大地方便了用户的使用．简单的编程环境提供了比较完备的

调试系统，使程序不必经过编译就可以直接运行，而且能够及时地报告出现的错误及进行

出错原因分析．

ＭＡＴＬＡＢ是一个高级的矩阵／阵列语言，它包含控制语句、函数、数据结构、输入和

输出，并具有面向对象编程特点．用户可以在命令窗口中将输入语句与执行命令同步，也

可以先编写好一个较大的复杂的应用程序（Ｍ 文件）再一起运行．新版本的 ＭＡＴＬＡＢ语

言是基于最为流行的Ｃ＋＋语言基础上编写的，因此语法特征与Ｃ＋＋语言极为相似，而

且更加简单，更加符合科技人员对数学表达式的书写格式，使之更利于非计算机专业的科

技人员使用．而且这种语言可移植性好、可拓展性极强，这也是 ＭＡＴＬＡＢ能够深入到科

学研究及工程计算各个领域的重要原因．

３．强大运用

ＭＡＴＬＡＢ是一个包含大量计算算法的集合．其拥有６００多个工程中要用到的数学

运算函数，可以方便地实现用户所需的各种计算功能．函数中所使用的算法都是科研和工

程计算中的最新研究成果，而且经过了各种优化和容错处理．在通常情况下，可以用它来

代替底层编程语言，如Ｃ和Ｃ＋＋．在计算要求相同的情况下，使用 ＭＡＴＬＡＢ的编程工

作量会大大减少．ＭＡＴＬＡＢ的这些函数集包括从最简单、最基本的函数到诸如矩阵、特

征向量、快速傅里叶变换算法等复杂函数．这些函数所能解决的问题大致包括矩阵运算和

线性方程组的求解、微分方程及偏微分方程的组的求解、符号运算、傅里叶变换和数据的

统计分析、工程中的优化问题、稀疏矩阵运算、复数的各种运算、三角函数和其他初等数学

运算、多维数组操作以及建模动态仿真等．

４．图形处理

ＭＡＴＬＡＢ自诞生之日起就具有方便的数据可视化功能，可以将向量和矩阵用图形
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表现出来，并且可以对图形进行标注和打印．高层次的作图包括二维和三维的可视化、图

像处理、动画和表达式作图．可用于科学计算和工程绘图．新版本的 ＭＡＴＬＡＢ对整个图

形处理功能作了很大的改进和完善，使它不仅在一般数据可视化软件都具有的功能（如二

维曲线和三维曲面的绘制和处理等）方面更加完善，而且对于一些其他软件所没有的功能

（如图形的光照处理、色度处理以及四维数据的表现等），ＭＡＴＬＡＢ同样表现了出色的处

理能力．同时对一些特殊的可视化要求，如图形对话等，ＭＡＴＬＡＢ也有相应的功能函数，

保证了用户不同层次的要求．另外新版本的 ＭＡＴＬＡＢ还着重在图形用户界面（ＧＵＩ）的

制作上作了很大的改善，对这方面有特殊要求的用户也可以得到满足．

５．模块工具

ＭＡＴＬＡＢ对许多专门的领域都开发了功能强大的模块集和工具箱．一般来说，它们

都是由特定领域的专家开发的，用户可以直接使用工具箱学习、应用和评估不同的方法而

不需要自己编写代码．各种专业领域，诸如数据采集、数据库接口、概率统计、样条拟合、优

化算法、偏微分方程求解、神经网络、小波分析、信号处理、图像处理、系统辨识、控制系统

设计、ＬＭＩ控制、鲁棒控制、模型预测、模糊逻辑、金融分析、地图工具、非线性控制设计、

实时快速原型及半物理仿真、嵌入式系统开发、定点仿真、ＤＳＰ与通信、电力系统仿真等，

都在工具箱（Ｔｏｏｌｂｏｘ）家族中有了自己的一席之地．

第二节　犕犃犜犔犃犅的工作环境

假定在您的计算机里已经安装了 ＭＡＴＬＡＢ７．０，在 Ｗｉｎｄｏｗｓ桌面上就会出现

ＭＡＴＬＡＢ７．０的图标．双击此图标，进入 ＭＡＴＬＡＢ的工作界面．ＭＡＴＬＡＢ７．０的工作界面

主要由菜单、工具栏、命令窗口、工作空间管理窗口、命令历史窗口和当前目录窗口组成．

进入 ＭＡＴＬＡＢ之后，会看到一个 ＭＡＴＬＡＢＣｏｍｍａｎｄＷｉｎｄｏｗ，称为命令窗口，它

是最主要的窗口，是键入命令和显示计算结果的地方．另外还有一个编程窗口，专门用来

编辑应用程序．还有一个主窗口，用来记录已使用过的历史命令和已打开的目录，方便使

用者查找．绘图时还会自动弹出一个绘图窗口，专门用来显示绘制的图形．

１．菜单和工具栏

ＭＡＴＬＡＢ的菜单和工具栏界面与 Ｗｉｎｄｏｗｓ程序的界面类似，只要稍加实践就可以

掌握其功能和使用方法．

２．命令窗口（ＣｏｍｍａｎｄＷｉｎｄｏｗ）

ＭＡＴＬＡＢ命令窗口是用来接受 ＭＡＴＬＡＢ命令的窗口．在命令窗口中直接输入命
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令，可以实现显示、清除、储存、调出、管理、计算和绘图等功能．ＭＡＴＬＡＢ命令窗口中的

符号“＞＞”为运算提示符，表示 ＭＡＴＬＡＢ处于准备状态．当在提示符后输入一段程序或

一段运算式后按Ｅｎｔｅｒ键，ＭＡＴＬＡＢ会给出计算结果并将其保存在工作空间管理窗口

中，然后再次进入准备状态．

在命令窗口中实现管理功能的常用命令如下．

＞＞犮犱　　　　　　显示当前工作目录；

＞＞犱犻狉 显示当前工作目录或指定目录下的文件；

＞＞犮犾犮 清除命令窗口中的所有内容；

＞＞犮犾犳 清除图形窗口；

＞＞狇狌犻狋（犲狓犻狋） 退出犕犃犜犔犃犅；

＞＞狋狔狆犲狋犲狊狋 在命令窗口中显示文件狋犲狊狋．犿的内容；

＞＞犱犲犾犲狋犲狋犲狊狋 删除文件狋犲狊狋．犿；

＞＞狑犺犻犮犺狋犲狊狋 显示狋犲狊狋．犿的目录；

＞＞狑犺犪狋 显示当前目录或指定目录下的犕、犕犃犜、犕犈犡文件．
为了便于对输入的内容进行编辑，ＭＡＴＬＡＢ提供了一些控制光标位置和进行简单

编辑的一些常用编辑键，掌握它们就可以在输入命令的过程中起到事半功倍的效果．

↑　　　　调用上一行；　　　　　　　↓　　　　　　调用下一行；

← 光标左移一个字符； → 光标右移一个字符；

犎狅犿犲 光标置于当前行首； 犈狀犱 光标置于当前行尾；

犇犲犾 删除光标处的字符； 犅犪犮犽狊狆犪犮犲 删除光标前的字符．
在以上按键中，反复使用“↑”，可以调出以前键入的所有命令，进行修改、计算．

３．工作空间管理窗口（Ｗｏｒｋｓｐａｃｅ）

工作空间管理窗口显示当前 ＭＡＴＬＡＢ的内存中使用的所有变量的变量名、变量的

大小和变量的数据结构等信息，数据结构不同的变量对应着不同的图标．

在命令窗口中，实现变量的显示、清除、储存和调出的命令如下．

＞＞狑犺狅　　　　　显示当前工作空间中的所有变量名；

＞＞狑犺狅狊 显示当前工作空间中的所有变量的变量名、变量的大小和数据

类型；

＞＞狑犺狅狊狓 显示工作空间中的变量狓的大小、数据类型；

＞＞犱犻狊狆（狓） 显示变量狓的内容；

＞＞犮犾犲犪狉 清除工作空间中的所有变量；

＞＞犮犾犲犪狉狓 清除工作空间中的变量狓；

＞＞狊犪狏犲文件名 把工作空间中的变量保存在当前犕犃犜犔犃犅目录下产生的一个扩展

名为犿犪狋的文件中；

＞＞犾狅犪犱文件名 把该犿犪狋文件中的变量调入到犕犃犜犔犃犅的内存中．
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４．命令历史窗口（ＣｏｍｍａｎｄＨｉｓｔｏｒｙ）

命令历史窗口显示所有执行过的命令．在默认设置下，该窗口会保留自 ＭＡＴＬＡＢ安

装后使用过所有命令，并表明使用的时间．利用该窗口，一方面可以查看曾经执行过的命

令；另一方面，可以重复利用原来输入的命令，这只要在命令历史窗口中直接双击某个命

令，就可以执行该命令．

５．当前目录窗口（ＣｕｒｒｅｎｔＤｉｒｅｃｔｏｒｙ）

当前目录窗口显示当前目录下所有文件的文件名、文件类型和最后修改时间．

６．ＭＡＴＬＡＢ的计算

ＭＡＴＬＡＢ一般有３种进行计算的方法．第一种就如同使用计算器，直接输入数值和

运算符，立即从屏幕上获得结果．第二种先对变量赋值，然后再输入由变量构成的表达式，

也可立即获得结果．第三种，就是采用编程的方法来解决较复杂的，诸如含有判断、循环、

迭代、递归等算法的较复杂的问题．上述方法中，第二种和第三种包括了数组和矩阵运算，

只要定义了数组和矩阵变量，就可以如同普通代数运算一样直接用变量进行数学运算，十

分方便．

ＭＡＴＬＡＢ提供的基本算术运算有：加（＋）、减（－）、乘（）、除（／）、幂次方（^）．

ＭＡＴＬＡＢ的关系和逻辑运算符号与其他软件基本相同，仅列表Ⅰ １加以说明．

表Ⅰ １

符　号 功　能 符　号 功　能

＝ 赋值运算 ｜ 逻辑或运算

＝＝ 关系运算，相等 － 逻辑非运算

＜＞ 不等于 ｘｏｒ 逻辑异或运算

＜ 小于 …… 续行标志

＜＝ 小于等于 ， 分行符，结果不显示

＞ 大于 ； 分行符，结果显示

＞＝ 大于等于 ’ 矩阵转置

％ 注释标志 ．’ 向量转量

牔 逻辑与运算

　　ＭＡＴＬＡＢ对使用变量名称有如下规定：

（１）变量名称的英文大小写是有区别的（如ａｐｐｌｅ、Ａｐｐｌｅ、ＡｐｐＬｅ三个变量不同）．

（２）变量的长度上限为３１个字母．

（３）变量名的第一位必须是英文字母，随后可以掺杂英文字母、数字或是下划线．

如下表Ⅰ ２给出 ＭＡＴＬＡＢ所定义的特殊变量及其意义．
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表Ⅰ ２

变量名 意　义

ｈｅｌｐ 在线帮助，如ｈｅｌｐｑｕｉｔ

ｗｈｏ 列出所有定义过的变量名称

ａｎｓ 默认的用来表示计算结果的变量名

ｅｐｓ 极小值＝２．２２０４ｅ－１６

ｐｉ π值

ｉｎｆ 无穷大的数∞

ｎａｎ 非数值

　　７．ＭＡＴＬＡＢ搜索路径与扩展

当 ＭＡＴＬＡＢ调用函数或执行程序文件时，对函数或程序文件的搜索，都是在其搜索

路径下进行的．如果用户调用的函数在搜索路径之外，ＭＡＴＬＡＢ会认为此函数并不存

在．一般情况下，ＭＡＴＬＡＢ系统的函数（包括工具箱函数）都在系统默认的搜索路径之

中，但是用户编写的函数可能没有保存在搜索路径中．要解决这个问题，只要将函数或程

序所在的目录扩展成 ＭＡＴＬＡＢ的搜索路径即可．

在 ＭＡＴＬＡＢ命令窗口中输入“ｅｄｉｔｐａｔｈ”命令、“ｐａｔｈｔｏｏｌ”命令或使用 ＭＡＴＬＡＢ窗

口中“Ｆｉｌｅ→ＳｅｔＰａｔｈ”菜单命令，都可以进入“设置搜索路径”对话框，通过该对话框可以

为 ＭＡＴＬＡＢ添加或删除搜索路径．

８．ＭＡＴＬＡＢ的帮助系统

ＭＡＴＬＡＢ为用户提供了非常完善的帮助系统，例如在线帮助、帮助窗口以及

ＭＡＴＬＡＢ演示等．通过使用帮助菜单或在命令窗口中输入帮助命令，可以很容易地获得

ＭＡＴＬＡＢ的帮助信息，进一步学习 ＭＡＴＬＡＢ．

（１）命令窗口查询帮助系统

在命令窗口查询帮助系统最常用的命令是“ｈｅｌｐ”．通过“ｈｅｌｐ”命令，可以在命令窗口

获得在线帮助．调用格式如下：

犺犲犾狆　　　在命令窗口列出所有主要的基本帮助主题；

犺犲犾狆／　　 在命令窗口列出所有的运算符和特殊字符；

犺犲犾狆（函数名）　在命令窗口列出该函数的犕文件的描述及用法．
“ｈｅｌｐ（函数名）”是 ＭＡＴＬＡＢ中最常用的获取帮助信息的方式，例如：

＞＞犺犲犾狆狊狇狉狋

犛犙犚犜　犛狇狌犪狉犲狉狅狅狋．

犛犙犚犜（犡）犻狊狋犺犲狊狇狌犪狉犲狉狅狅狋狅犳狋犺犲犲犾犲犿犲狀狋狊狅犳犡．犆狅犿狆犾犲狓狉犲狊狌犾狋狊犪狉犲狆狉狅犱狌犮犲犱

犻犳犡犻狊狀狅狋狆狅狊犻狋犻狏犲．
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犛犲犲犪犾狊狅狊狇狉狋犿．

犗狏犲狉犾狅犪犱犲犱犳狌狀犮狋犻狅狀狊狅狉犿犲狋犺狅犱狊（狅狀犲狊狑犻狋犺狋犺犲狊犪犿犲狀犪犿犲犻狀狅狋犺犲狉犱犻狉犲犮狋狅狉犻犲狊）

犺犲犾狆狊狔犿／狊狇狉狋．犿

犚犲犳犲狉犲狀犮犲狆犪犵犲犻狀犎犲犾狆犫狉狅狑狊犲狉

犱狅犮狊狇狉狋

（２）联机帮助系统

直接单击 ＭＡＴＬＡＢ主窗口的“？”按钮，选定 Ｈｅｌｐ菜单的前４项中的任意一项或在

命令窗口中执行“ｈｅｌｐｗｉｎ”，“ｈｅｌｐｄｅｓｋ”或“ｄｏｃ”命令都可以运行帮助窗口，进入

ＭＡＴＬＡＢ的联机帮助系统．

帮助向导页面包含４个页面，分别是帮助主题（Ｃｏｎｔｅｎｔｓ）、帮助索引（Ｉｎｄｅｘ）、查询帮

助（Ｓｅａｒｃｈ）以及演示帮助（Ｄｅｍｏｓ）．如果知道需要查询的内容的关键字，一般可以选择

Ｉｎｄｅｘ或Ｓｅａｒｃｈ模式来查询；只知道需要查询的内容所属的主题或是只是想进一步了解

和学习某一主题，一般可以选择Ｃｏｎｔｅｎｔｓ或Ｄｅｍｏｓ模式来查询．

（３）联机演示系统

使用 ＭＡＴＬＡＢ主窗口的“Ｈｅｌｐ→Ｄｅｍｏｓ”菜单命令，在命令窗口输入“ｄｅｍｏｓ”或直

接在帮助页面上选择“Ｄｅｍｏｓ”选项都可以进入联机演示系统．通过联机演示系统，用户

可以直观、快速地学习 ＭＡＴＬＡＢ某个工具箱的使用方法，这是有关的参考书籍不能替

代的．

初步了解了 ＭＡＴＬＡＢ及工作环境后，下面将安排四个数学实验，通过 ＭＡＴＬＡＢ在

微积分计算中的应用，了解 ＭＡＴＬＡＢ的使用方法．

第三节　数学实验项目

实验一　犕犃犜犔犃犅的安装、运行与数值计算

一、目的要求

１．掌握 ＭＡＴＬＡＢ的安装

２．了解 ＭＡＴＬＡＢ的运行，掌握 ＭＡＴＬＡＢ的启动和退出的方法

３．了解 ＭＡＴＬＡＢ数值计算的基本方法

４．熟悉 ＭＡＴＬＡＢ的运行环境
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二、实验内容

１．ＭＡＴＬＡＢ的安装

在 Ｗｉｎｄｏｗｓ下安装 ＭＡＴＬＡＢ，桌面上就会出现 ＭＡＴＬＡＢ的图标．双击此图标，进

入 ＭＡＴＬＡＢ的工作界面．

２．ＭＡＴＬＡＢ的运行

启动 ＭＡＴＬＡＢ：双击 ＭＡＴＬＡＢ图标，进入到 ＭＡＴＬＡＢ 命令窗口（ＭＡＴＬＡＢ

ＣｏｍｍａｎｄＷｉｎｄｏｗ）．在命令窗内，可以输入命令、编程并进行计算．

学会使用“ｈｅｌｐ”命令：在命令窗口内输入“ｈｅｌｐ”命令，按Ｅｎｔｅｒ键，在屏幕上出现了

在线帮助总览．（注意：ＭＡＴＬＡＢ命令被输入后，必须按Ｅｎｔｅｒ键才能执行．为行文方便，

以后不再每次提醒“按Ｅｎｔｅｒ键”．）学会使用“ｈｅｌｐ”命令，是学习 ＭＡＴＬＡＢ的有效方法．

例如：要想知道 ＭＡＴＬＡＢ 中的基本数学函数有哪些，可以在总览的第五行查到：

ＭＡＴＬＡＢ中的“基本数学函数”用“ｅｌｆｕｎ”表示，于是，可进一步键入：“ｈｅｌｐｅｌｆｕｎ”，屏幕上

将出现“基本数学函数”表．（注意：“ｈｅｌｐｅｌｆｕｎ”之间有空格，以后不再每次提醒．）如果想

了解ｓｉｎ函数怎样使用，可进一步键入“ｈｅｌｐｓｉｎ”．在工具栏中单击“ｈｅｌｐ”按钮，或单击“？”

号按钮，与上面获取帮助信息的方法是等效的．

学会使用“ｄｅｍｏ”命令：在命令窗口内输入“ｄｅｍｏ”命令，按Ｅｎｔｅｒ键，屏幕上将出现

演示窗口（ＭＡＴＬＡＢＤｅｍｏＷｉｎｄｏｗ），它一共有三个窗口，左边的窗口显示欲演示内容的

大标题，选定其中一项，右下方的小窗口显示欲演示的具体内容，选中其中一栏，再单击

“ｒｕｎ”按钮，屏幕上将演示选定的演示程序．右上方的窗口显示关于大标题的一些说明．在

命令窗口内输入“ｔｙｐｅ（文件名）”，将显示演示程序的 Ｍ 文件，仔细研究演示程序的 Ｍ 文

件，是学习 ＭＡＴＬＡＢ的又一有效方法．

进入演示窗口还有另一方法：在工具栏中单击“Ｈｅｌｐ”栏，下拉式菜单中单击

“ｅｘａｍｐｌｅｓａｎｄｄｅｍｏｓ”项，即可进入演示窗口．

退出：在工具栏中单击“Ｆｉｌｅ”按钮，在下拉式菜单中单击“ＥｘｉｔＭＡＴＬＡＢ”项即可．

３．ＭＡＴＬＡＢ的数值计算

运行 ＭＡＴＬＡＢ的可执行文件，进入 ＭＡＴＬＡＢ工作窗口，在提示符“＞＞”后输入算

术表达式，按Ｅｎｔｅｒ键即可得到该表达式的值，就如同在计算器中运算一样．加、减、乘、

除、乘方的运算符号依次为“＋”“－”“”“／”“^ ”．

例１　计算２＋３×５
９ 的值．

解　在 ＭＡＴＬＡＢ工作区键入命令：

２＋３５^９，

按Ｅｎｔｅｒ键，可得计算结果：

犪狀狊＝５８５９３７７

ＭＡＴＬＡＢ会将最近一次的运算结果直接存入变量ａｎｓ，变量ａｎｓ代表 ＭＡＴＬＡＢ运

算后的答案，并将其数值显示到屏幕上．也可以将计算结果赋值给一个自定义的变量，自
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定义变量应遵循以下命名规则：

（１）ＭＡＴＬＡＢ对变量名的大小写是敏感的．

（２）变量的第一个字符必须为英文字母，而且不能超过３１个字符．

（３）变量名可以包含下划线、数字，但不能为空格符、标点．

例２　计算１１．３×１．９
０．２３
＋ｓｉｎ１的值，并将其赋值给变量犪．

解　键入命令：

犪＝１１．３１．９^０．２３＋狊犻狀（１）

输出结果：

犪＝１３．９３９１

如果在上述的例子结尾加上“；”，则计算结果不会显示在指令窗口上，要得知计算值

只需键入该变量名即可．

ＭＡＴＬＡＢ可以将计算结果以不同的精确度的数字格式显示，我们可以在命令窗口

的Ｆｉｌｅ菜单下单击 ｐｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ子菜单，在随之打开的 ｐｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ对话框中，选取

ＣｏｍｍａｎｄＷｉｎｄｏｗ选项，设置ＮｕｍｅｒｉｃａｌＦｏｒｍａｔ参数，或者直接在 ＭＡＴＬＡＢ工作区键

入以下指令：ｆｏｒｍａｔｓｈｏｒｔ（这是默认的），ｆｏｒｍａｔｌｏｎｇ等．

例３　在命令窗口中键入表达式狕＝狓
４
＋狔

４
－狓

２
－ｅ

狓＋狔
－２狓狔－狔

２，并求狓＝１，狔＝

３时狕的值．

解　键入命令：

＞＞狓＝１；狔＝３；

＞＞狕＝狓^４＋狔^４－狓^２－犲狓狆（狓＋狔）－２狓狔－狔^２
输出结果：

狕＝１１．４０１８

实验二　符号运算与求极限

一、目的要求

１．掌握符号运算中与求极限有关的指令

２．了解符号运算中求极限的基本方法

二、实验内容

ＭＡＴＬＡＢ可以进行符号运算，需要预先定义符号变量．使用指令ｓｙｍ或ｓｙｍｓ定义

符号变量．

在 ＭＡＴＬＡＢ环境下，符号运算是指参与运算的变量都是符号变量，即使是数字也认

为是符号变量．数值变量和符号变量是不同的．

符号运算中与求极限有关的指令都需要以符号表达式作为输入变量．
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犾犻犿犻狋（犘）　　　　　　表达式犘中自变量趋于零时的极限

犾犻犿犻狋（犘，犪）　　　　　表达式犘中自变量趋于犪时的极限

犾犻犿犻狋（犘，狓，犪， 犾犲犳狋）　　表达式犘中自变量狓趋于犪时的左极限

犾犻犿犻狋（犘，狓，犪， 狉犻犵犺狋）　　表达式犘中自变量狓趋于犪时的右极限

例１　求ｌｉｍ
狓→０

ｓｉｎ狓

狓
．

解　键入命令：

＞＞狊狔犿狊狓

＞＞犘＝狊狔犿（ 狊犻狀（狓）／狓）；

＞＞犾犻犿犻狋（犘）

输出结果：

犪狀狊＝１

例２　求ｌｉｍ
狓→０

＋

１

狓
．

解　键入命令：

＞＞狊狔犿狊狓

＞＞犘＝狊狔犿（ １／狓）；

＞＞犾犻犿犻狋（犘， 狓，０， 狉犻犵犺狋）

输出结果：

犪狀狊＝犻狀犳

例３　求ｌｉｍ
犺→０

ｓｉｎ（狓＋犺）－ｓｉｎ狓

犺
．

解　键入命令：

＞＞狊狔犿狊狓

＞＞犘＝狊狔犿（ （狊犻狀（狓＋犺）－狊犻狀（狓））／犺）；犺＝狊狔犿（ 犺）；

＞＞犾犻犿犻狋（犘，犺，０）

输出结果：

犪狀狊＝犮狅狊（狓）

例４　 ｌｉｍ
狀→＋∞

（－１）
狀
＋４

狀

３
狀＋１
＋４

狀＋１
．

解　键入命令：

＞＞狊狔犿狀；

＞＞犾犻犿犻狋（（（－１）^ 狀＋４^狀）／（３^ （狀＋１）＋４^ （狀＋１）），狀，犻狀犳）

输出结果：

犪狀狊＝１／４
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例５　 ｌｉｍ
狓→∞

３狓
３
－４狓

２
＋２

７狓
３
＋４

．

解　键入命令：

＞＞狊狔犿狊狓

＞＞犾犻犿犻狋（（３狓^３－４狓^２＋２）／（７狓^３＋４），狓，犻狀犳）

输出结果：

犪狀狊＝３／７

例６　 ｌｉｍ
狓→∞

狓＋犪

狓－犪（ ）
狓

．

解　键入命令：

＞＞狊狔犿狊狓犪

＞＞犾犻犿犻狋（（（狓＋犪）／（狓－犪））^ 狓，狓，犻狀犳）

输出结果：

犪狀狊＝　犲狓狆（２犪）

例７　 ｌｉｍ
狓→∞

ｓｉｎ
１

狓
＋ｃｏｓ

１

狓（ ）
狓

．

解　键入命令：

＞＞狊狔犿狊狓

＞＞犾犻犿犻狋（（狊犻狀（１／狓）＋犮狅狊（１／狓））^ 狓，狓，犻狀犳）

输出结果：

犪狀狊＝犲狓狆（１）

例８　求 ｌｉｍ
狓→－∞

１＋
犪

狓（ ）
狓

，ｌｉｍ
狓→－∞

ｅ
－狓（ ）．

解　键入命令：

＞＞狏＝狊狔犿（［（１＋犪／狓）^ 狓，犲狓狆（－狓）］ ）；

＞＞犾犻犿犻狋（狏， 狓，犻狀犳， 犾犲犳狋）

输出结果：

犪狀狊＝ ［犲狓狆（犪），　　　０］

实验三　符号运算与求导数

一、目的要求

１．掌握符号运算中与求导数有关的指令及应用

２．了解符号运算中求导数的基本方法
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二、实验内容

符号运算中与求导数有关的指令为

犱犻犳犳（犛，狏）　　　求表达式犛对变量狏的一阶导数

犱犻犳犳（犛，狏，狀）　　求表达式犛对变量狏的狀阶导数

例１　狔＝犪
犪
＋犪

狓
＋狓

犪
＋狓

犪狓，求
ｄ狔

ｄ狓
．

解　键入命令：

＞＞狊狔犿狊狓犪

＞＞犱犻犳犳（犪^犪＋犪^狓＋狓^犪＋狓^ （犪狓），狓）

输出结果：

犪狀狊＝犪^狓犾狅犵（犪）＋狓^犪犪／狓＋狓^ （犪狓）（犪犾狅犵（狓）＋犪）

例２　犳（狓）＝ａｒｃｓｉｎ
１－狓

２

１＋狓
２（ ），求犳（１）．

解　键入命令：

＞＞狊狔犿狊狓

＞＞狔＝犱犻犳犳（犪狊犻狀（（１－狓^２）／（１＋狓^２）），狓），狓＝１；犲狏犪犾（狔）

输出结果：

狔＝（－２狓／（１＋狓^２）－２（１－狓^２）／（１＋狓^２）^ ２狓）／（１－（１－狓^２）^ ２／（１＋狓^２）^

２）^ （１／２）

犪狀狊＝－１

例３　设狔＝ｌｎ（狓＋ 犪
２
＋狓槡

２），求ｄ狔．

解　键入命令：

＞＞狊狔犿狊狓

＞＞犱狔＝犱犻犳犳（犾狅犵（狓＋狊狇狉狋（犪^２＋狓^２）））

输出结果：

犱狔＝ （１＋１／（犪^２＋狓^２）^ （１／２）狓）／（狓＋（犪^２＋狓^２）^ （１／２））

例４　狔＝狓
２
ｌｎ（１＋狓），求

ｄ
２
狔

ｄ狓
２

狓＝１
．

解　键入命令：

＞＞狊狔犿狊狓

＞＞狔＝狓^２犾狅犵（１＋狓）；

＞＞犱犻犳犳（狔，２），狓＝１；犲狏犪犾（犪狀狊）

输出结果：

犪狀狊＝２犾狅犵（１＋狓）＋４狓／（１＋狓）－狓^２／（１＋狓）^ ２

犪狀狊＝２０４８／６５３
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例５　求狔＝ｓｉｎ狓＋ｅ
狓 的三阶导数．

解　键入命令：

＞＞狊狔犿狊狓

＞＞犱犻犳犳（ 狊犻狀（狓）＋狓犲狓狆（狓） ，３）

输出结果：

犪狀狊＝ －犮狅狊（狓）＋３犲狓狆（狓）＋狓犲狓狆（狓）

实验四　符号运算与求积分

一、目的要求

１．掌握符号运算中与求积分有关的指令及应用

２．了解符号运算中求一元函数积分的基本方法

二、实验内容

符号运算中与求积分有关的指令为

犻狀狋（犘）　　　　　　对表达式犘进行不定积分

犻狀狋（犘，狏）　　　　　以狏为积分变量对犘进行不定积分

犻狀狋（犘，狏，犪，犫）　　　以狏为积分变量，以犪为下限，犫为上限对犘进行定积分

１．在 ＭＡＴＬＡＢ中计算下列不定积分

例１　∫ｓｉｎ
４
狓ｃｏｓ

２
狓ｄ狓．

解　键入命令：

＞＞狊狔犿狊狓

＞＞犻狀狋（（狊犻狀（狓））^ ４（犮狅狊（狓））^ ２）

输出结果：

犪狀狊＝

－１／６狊犻狀（狓）^ ３犮狅狊（狓）^ ３－１／８狊犻狀（狓）犮狅狊（狓）^ ３＋１／１６犮狅狊（狓）狊犻狀（狓）＋

１／１６狓

例２　∫
－２狓

（１＋狓
２）２
ｄ狓．

解　键入命令：

＞＞狊狔犿狊狓

＞＞犻狀狋（ －２狓／（１＋狓^２）^ ２）

输出结果：

犪狀狊＝１／（１＋狓^２）
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例３　∫
ａｒｃｔａｎ槡狓

槡狓（１＋狓）
ｄ狓．

解　键入命令：

＞＞狊狔犿狊狓

＞＞犻狀狋（犪狋犪狀（狊狇狉狋（狓））／（狊狇狉狋（狓）（１＋狓）））

输出结果：

犪狀狊＝　犪狋犪狀（狓^ （１／２））^ ２

２．在 ＭＡＴＬＡＢ中计算下列定积分

例４　求∫
１

０

狓ｌｎ（１＋狓）ｄ狓．

解　键入命令：

＞＞狊狔犿狊狓

＞＞犻狀狋（ 狓犾狅犵（１＋狓） ，０，１）

输出结果：

犪狀狊＝１／４

例５　求∫
ｌｎ狋

ｓｉｎ狋

２狓ｄ狓．

解　键入命令：

＞＞狊狔犿狊狓

＞＞犻狀狋（ ２狓， 狊犻狀（狋） ， 犾狅犵（狋） ）

输出结果：

犪狀狊＝犾狅犵（狋）^ ２－狊犻狀（狋）^ ２
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犆犎犃犘犜犈犚２ 拓展模块Ⅱ

数学建模

　　当今计算机科学飞速发展，许多生产和管理过程都由计算机来控

制，这就要求将生产和管理过程中的与规律有关的量与量之间的关系描

述出来，这种描述生产、管理或其他变化过程中数量之间的关系的数学

表达式，就是这些过程的数学模型．同时，由于计算机技术的提高，不少

原先用人工无法计算的问题，可由计算机解决，这为解决实际问题提供

了十分有力的工具．这些都对我们运用数学及有关专业方面的知识解决

实际问题的能力提出了更高的要求，这里首当其冲的就是要建立合理的

数学模型．

我们在学习了高等数学的有关概念、理论之后，掌握了一定的计算技

巧，甚至能求解一些比较难的计算题．但在解决实际工作中的问题时常常

束手无策，对比较复杂的研究对象，不知如何简化它，用什么样的数学工

具将它抽象成一个简单的数学模型来反映客观现实．

为了加强这方面的训练，提高解决问题的能力，我们简要地介绍数学

建模的一些基本概念和基本方法．由于数学模型的建立往往涉及许多数

学分支（如微分方程、运筹学、概率论、数理统计、随机过程、模糊数学）与

专业知识，所以我们在此应用已学过的高等数学知识，通过实例的介绍，

说明如何分清问题的主要因素和次要因素，恰当地抛弃次要因素，提出合

理的假设，建立相应的数学模型．
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第一节　数学建模简介

一、关于数学模型

目前数学模型还没有一个统一而准确的定义，因为从不同的角度可以对它下不同的

定义，因而，不必过于追求严格的定义，我们可以用如下方式去理解它的含义．

从广义上讲，一切数学概念、数学理论体系、各种数学公式、各种方程式、各种函数

关系，以及由公式系列构成的算法系统等都可以叫做数学模型．从狭义上讲，只有那些

反映特定问题或特定的具体事物系统的数学关系的结构，才叫做数学模型．在现代应用

数学中，数学模型都作狭义解释．而建立数学模型的目的，主要是为了解决具体的实际

问题．

过去我们遇到的列方程求解应用问题，对实际问题建立函数关系等，所建立的方程、

函数可以说就是数学模型雏形．

数学模型的用处非常广泛，能对许多部门的工作起指导和决策作用，如节省开支，减

少浪费等，还可以对未来进行预测和估计．

二、建立数学模型的步骤

下面简要介绍建立数学模型的步骤．

（１）建模准备：了解实际问题的背景，明确要解决问题的目的和要求，收集必要的数

据、资料，学习、掌握一定的与问题有关的专业知识，有时可请教这方面的专家．

（２）提出假设：现实问题错综复杂，涉及面广，首先要抓住主要因素，提出几条假设，

将问题理想化、简单化．在提出假设时，如果考虑的因素过多、过于复杂会使数学模型无法

求解．考虑因素过少，过于简单，则模型与实际问题不吻合，此时则需要修改假设重建新

模型．

（３）建立模型：在所作假设的基础上，利用适当的数学工具来刻画和描述各变量之间

的关系，建立相应的数学结构———数学模型．这一步是建立模型的关键．

在建模时究竟采用什么数学工具，要根据问题的特征、建模的目的来决定，而且因人

而异．我们要尽量发挥自己的数学特长，同一实际问题可以用不同的数学方法建立不同的

数学模型，但一般地，在能够达到预期目的的前提下，所用的数学工具越简单越好，因此要

尽可能用简单的模型，如显性化的、均匀化的模型．
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（４）模型的分析和检验：建立数学模型，对模型求解，将所得结果与实际情况作比较，

以验证模型的正确性．我们不仅要能利用结果来解释已知现象，而且还要分析结果，从中

找出规律，发现问题从而达到改造自然的目的，同时，一个较成功的数学模型常常还能预

言一些未知的现象．

综合起来讲，数学建模的一般过程可以概括为如图Ⅱ １所示．

图Ⅱ １

三、数学建模采用的主要方法

　　（一）机理分析法

根据对客观事物特性的认识从基本物理定律以及系统的结构数据来推导出模型．

（１）比例分析法：建立变量之间函数关系的最基本、最常用的方法．

（２）代数方法：求解离散问题（离散的数据、符号、图形）的主要方法．

（３）逻辑方法：数学理论研究的重要方法，主要解决社会学和经济学等领域的实际问

题，在决策、对策等学科中得到广泛应用．

（４）常微分方程：解决两个变量之间的变化规律，关键是建立“瞬时变化率”的表

达式．

（５）偏微分方程：解决因变量与两个以上自变量之间的变化规律．

　　（二）数据分析法

通过对测量数据的统计分析，找出与数据拟合得最好的模型．

（１）回归分析法：用于对函数犳（狓）的一组观测值（狓犻，犳犻），犻＝１，２，…，狀，确定函

数的表达式，由于处理的是静态的独立数据，故称之为数理统计方法．

（２）时序分析法：主要用于处理动态的相关数据，又称之为过程统计方法．

　　（三）仿真和其他方法

（１）计算机仿真（模拟）：实质上是统计估计方法，等效于抽样试验．

① 离散系统仿真，有一组状态变量．

② 连续系统仿真，有解析表达式或系统结构图．
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（２）因子试验法：在系统上作局部试验，再根据试验结果进行不断分析修改，求得所

需的模型结构．

（３）人工现实法：基于对系统过去行为的了解和对未来希望达到的目标，并考虑到系

统有关因素的可能变化，人为地组成一个系统．

四、数学模型的分类

首先要指出的是，数学模型的分类没有什么特殊的意义，因为基于不同的出发点，根

据问题的本身及解决问题的方法，可以有不同的各种分类法，下面列举其中几种分类法．

（１）按所用的数学方法分类：可分为初等模型、微分方程模型、优化模型、控制模

型等．

（２）按研究对象所属的范畴分类：可分为人口模型、交通模型、经济模型、生态模

型等．

（３）按问题中变量的特征分类：可分为确定性模型与随机模型、连续性模型和离散型

模型．

（４）按时间关系分类：可分为静态模型和动态模型．

五、关于数学建模竞赛

当前，全国大学生数学建模竞赛如火如荼，为培养高等职业院校学生数学学习兴趣，

提高数学应用能力，各院校可积极组织学有所长的学生参赛．参加数学建模竞赛，可参照

如下方法进行．

（１）模型准备：首先要了解问题的实际背景，明确建模目的，搜集必需的各种信息，尽

量弄清对象的特征．

（２）模型假设：根据对象的特征和建模目的，对问题进行必要的、合理的简化，用精确

的语言作出假设．这是建模至关重要的一步．如果对问题的所有因素一概考虑，无疑是一

种方法欠佳的行为，所以高超的建模者能充分发挥想象力、洞察力和判断力，善于辨别主

次，而且为了使处理方法简单，应尽量使问题线性化、均匀化．

（３）模型构成：根据所作的假设，分析对象的因果关系，利用对象的内在规律和适当

的数学工具，构造各个量间的等式关系或其他数学结构．这时，我们便会进入一个广阔的

应用数学天地，这里在高数、概率“老人”的膝下，有许多可爱的“孩子们”，它们是图论、排

队论、线性规划、对策论等，可谓别有洞天．不过我们应当牢记，建立数学模型是为了让更

多的人明了并能加以应用，因此工具愈简单愈有价值．

（４）模型求解：可以采用解方程、画图形、证明定理、逻辑运算、数值运算等各种数学方

法，特别是计算机技术进行求解．一个实际问题的解决往往需要纷繁的计算，许多时候还得
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将系统运行情况用计算机模拟出来，因此编程能力和熟悉数学软件的能力便举足轻重．

（５）模型分析：对模型解答进行数学上的分析．“横看成岭侧成峰，远近高低各不同．”

能否对模型结果作出细致精当的分析，决定了你的模型能否达到更高的档次．还要记住，

不论哪种情况都要进行误差分析、数据稳定性分析．

第二节　数学建模举例

本节试举三例，略窥数学建模及求解．

问题一　车间的犆犗２ 排放问题．

有一车间体积为１０８００ｍ
３，开始时空气中含有０．１２％的ＣＯ２，为了保证工人的身体

健康，车间空气中的ＣＯ２ 的含量不得超过０．０６％，已知空气中的ＣＯ２ 含量为０．０４％，现

用鼓风机向车间内输入新鲜空气，要求

（１）给出鼓风机起动后，车间空气中ＣＯ２ 的含量与时间的关系式；

（２）用多大排风量的鼓风机可使车间空气中的ＣＯ２ 含量在鼓风机起动１０ｍｉｎ后达

到要求．

建模：

鼓风机起动后，车间空气中ＣＯ２ 的含量是个变量，新鲜空气输入后，它和车间的空气

混合，又以同样的排风量被排出．

现作假设：

（１）鼓风机的排风量是常数．

（２）输入的新鲜空气中ＣＯ２ 的含量保持０．０４％不变．

（３）输入的新鲜空气，认为立即与原车间内的空气均匀混合，并以相同的排风量将混

合后的空气排出车间．

设鼓风机起动后车间空气中的ＣＯ２ 的含量为狓％，狓＝狓（狋）；令鼓风机的排风量为

犖（ｍ
３／ｍｉｎ）．

由于车间空气中ＣＯ２ 的含量随时在变，我们考虑在狋到狋＋ｄ狋一小段时间ｄ狋内，车

间空气中ＣＯ２ 的含量的变化应有以下等量关系：

车间内ＣＯ２ 的改变量＝（ＣＯ２ 通入量）－（ＣＯ２ 排出量），

可记作

Δ犙＝Δ犙１－Δ犙２． （Ⅱ １）
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下面将这三个量计算出来：

Δ犙１＝（鼓风机在ｄ狋时间内通入的空气量）×０．０４％

＝犖ｄ狋×０．０４％，

Δ犙２＝（在ｄ狋内排出的空气量）×（ＣＯ２ 的百分比）．

由于在狋到狋＋ｄ狋这段时间，车间内ＣＯ２ 的百分比不断在变化，所以要精确算出Δ犙２ 比

较困难．但是，当ｄ狋很小时，可以将ＣＯ２ 的含量近似看作不变，即可用狓（狋）％作为在ｄ狋

时间内ＣＯ２ 的百分数，于是可得

Δ犙２ ≈犖×ｄ狋×狓％，

Δ犙＝（狋＋ｄ狋时刻车间内ＣＯ２ 的含量）－（狋时刻车间内ＣＯ２ 的含量）

＝１０８００狓（狋＋ｄ狋）％－１０８００狓·狋％

＝１０８００［狓（狋＋ｄ狋）－狓狋］％

＝１０８００Δ狓％ ≈１０８００ｄ狓％．

将各量代入式（Ⅱ １），并约去百分号，得

１０８００ｄ狓＝犖（０．０４－狓）ｄ狋，

化简为

ｄ狓

ｄ狋
＝－

犖

１０８００
（狓－０．０４）， （Ⅱ ２）

初始条件为狓狘狋＝０＝０．１２，所以该问题的数学模型为

ｄ狓

ｄ狋
＝－

犖

１０８００
（狓－０．０４），

狓狘狋＝０＝０．１２．

烅

烄

烆

求解：

方程（Ⅱ ２）为可分离变量的微分方程，解得

狓＝０．０４＋犆ｅ
－

犖

１０８００
狋

．

满足初始条件的特解为

狓＝０．０４１＋２ｅ
－

犖

１０８００
狋

（ ）． （Ⅱ ３）

当狋＝１０ｍｉｎ时，狓取０．０６，从式（Ⅱ ３）中可解得

犖 ≈１５００．

即选择排风量为１５００ｍ
３／ｍｉｎ的鼓风机，起动１０ｍｉｎ后即可使车间空气中ＣＯ２ 的含量

达到０．０６％的标准，如图Ⅱ ２所示．
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图Ⅱ ２

上述这种方法称为微小增量分析法，先分析在自变量狋的一个微小变化ｄ狋内，未知

函数狓的微小变化，列出ｄ狓，ｄ狋的关系式，便可得到有关狓的微分方程．这是建立微分方

程模型常用的方法．

问题二　反复学习及效率．

心理学研究指出，任何一种新技能的获得和提高都要通过一定的时间学习．在学习

中，常常会碰到这样的现象，有的学生学得快，掌握得深，而有的学生学得差，掌握得浅．以

学习计算机为例，假设每学习计算机一次，能掌握一定的新内容，每次学习所掌握的内容

占上次学习内容的百分比为常数犃（０＜犃 ＜１），试用数学知识来描述经过多少次学习，

就能基本掌握计算机知识．

建模：

根据实际情况可知，学习是一个积累的过程，其掌握知识的程度不但与学习者的初始

程度有关，而且与学习者的学习程度有关．该问题的初态即为开始学习时所掌握的知识的

程度，目标是经过一定次数的学习后所掌握的知识的程度，而联系初态及目标的过程即为

每次学习所掌握的程度，问题力求找出学习次数与所掌握计算机知识之间的关系，因此需

要对该问题做如下假设：

假设１　犫０ 为开始学习计算机时所掌握的程度．

假设２　犫狀 为经过狀次学习计算机后所掌握的程度 （狀＝１，２，３，…）．

易知０＜犫０＜１．根据上面的假设，１－犫０就是开始第一次学习后尚未掌握的新内容，

经过一次学习掌握的新内容为犃（１－犫０），于是

犫１－犫０＝犃（１－犫０）． （Ⅱ ４）

类似地，有犫２－犫１＝犃（１－犫１）．以此类推，得到经过狀次学习计算机所掌握的知识的程

度为
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犫狀＋１－犫狀＝犃（１－犫狀），狀＝１，２，３，…，

即 犫狀＋１＝（１－犃）犫狀＋犃，狀＝１，２，３，…． （Ⅱ ５）

求解：

根据式（Ⅱ ５），有

犫１＝（１－犃）犫０＋犃＝１－（１－犫０）（１－犃），　　　　　　　　　

犫２＝（１－犃）犫１＋犃＝１－（１－犫１）（１－犃）＝１－（１－犫０）（１－犃）
２，

…………

因此经过迭代，有

犫狀＝（１－犃）犫狀－１＋犃＝１－（１－犫０）（１－犃）
狀，狀＝１，２，３，…． （Ⅱ ６）

可以看出，当学习次数狀增大时，犫狀 随之增大，且越来越接近于１（１００％），但不会达到

（１００％）．这说明了一个道理：熟能生巧，学无止境．

一般情况下，犫０＝０，即开始学习时，学习者对计算机一无所知，如果每次学习掌握的

程度为３０％，逐个代入数据，如表Ⅱ １所示．

表Ⅱ １

狀 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

犫狀 ０．３ ０．５１ ０．６６ ０．７６ ０．８３ ０．８８ ０．９２ ０．９４ ０．９６ ０．９７

　　将以上数据在Ｅｘｃｅｌ中做成平滑的曲线图，如图Ⅱ ３所示．

图Ⅱ ３

从图Ⅱ ３可以看出，随着学习的进行，掌握程度越来越慢，这也就是学习的道理：入

门容易，深入钻研难！
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问题三　酵母菌繁殖．

酵母菌是人类文明史中被应用得最早的微生物，可在缺氧环境中生存．酵母菌在自然

界分布广泛，主要生长在偏酸性的潮湿的含糖环境中．在食品加工十分重要．

表Ⅱ ２是某酵母菌存活数量（以下简称酵母量）与时间的关系，请就二者关系建立模型．

表Ⅱ ２

时间／ｈ ０ １ ２ ３ ４ ５ ６

酵母量／百个 ９．６ １８．３ ２９．０ ４７．２ ７１．１ １１９．１ １７４．６

时间／ｈ ７ ８ ９ １０ １１ １２ １３

酵母量／百个 ２５７．３ ３５０．７ ４４１．０ ５１３．３ ５５９．７ ５９４．８ ６２９．４

时间／ｈ １４ １５ １６ １７ １８

酵母量／百个 ６４０．８ ６５１．１ ６５５．９ ６５９．６ ６６１．８

　　建模：

１．模型假设

假设１：酵母菌繁殖环境不变．

假设２：酵母菌繁殖达到最大数量时，增长率为零．

２．符号约定

狋：时间；

狓（狋）：时刻狋时的酵母量；

狓（犽）：时刻狋时的酵母量，犽为正整数；

狓犿：酵母量的最大值；

Δ狓犽：差分．

将所给数据绘制成光滑曲线图，点分布在一条犛形曲线上，如图Ⅱ ４所示．

图Ⅱ ４
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由图Ⅱ ４可知：酵母量是时间狋的增函数，先凹后凸．为进一步分析递增速度，计算

Δ狓犽＝狓（犽＋１）－狓（犽），犽＝０，１，２，…，１７． （Ⅱ ７）

式（Ⅱ ７）就是狓（狋）的一阶差分，时间与一阶差分Δ狓犽 的曲线图如图Ⅱ ５所示，酵母量与

一阶差分Δ狓犽 的曲线图如图Ⅱ ６所示．

图Ⅱ ５

　图Ⅱ ６

从图Ⅱ ５可以看到，当犽≈７时酵母菌繁殖速度达到最大值．犽∈ （０，６）时函数基

本上单调增加，犽∈（７，１７）时函数基本上单调减少，可以利用分段差分方程研究狓（犽）的

近似表示．
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　　记

Δ狓犽＝α狓（犽）＋β， （Ⅱ ８）

得差分方程 狓（犽＋１）－（１＋α）狓（犽）＝β． （Ⅱ ９）

根据差分方程通解的有关理论，式（Ⅱ ８）的通解为

狓（犽）＝
犃（１＋α）

犽
－
β

α
，α≠０，

犃＋β犽， α＝０．

烅

烄

烆

（Ⅱ １０）

利用Ｅｘｃｅｌ作分段拟合，如图Ⅱ ７、图Ⅱ ８所示．

图Ⅱ ７

　图Ⅱ ８　

选择添加趋势线分别得到：α１＝０．４４９５，β１＝５．２７３；α２＝－０．２９０７，β２＝１９６．７２，

并注意到狓（０）＝９．６，狓（８）＝３５０．７，有
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狓（犽）＝
２１．３３０８１２×（１．４４９５）

犽
－１１．７３０８１２， 犽＝０，１，２，…，７，

－５０８８．５３８８３×（０．７０９３）
犽
＋６７６．７１１３８６， 犽＝８，９，…，１８．

｛
（Ⅱ １１）

酵母量实测值与差分方程的近似拟合效果图如图Ⅱ ９所示．

图Ⅱ ９

由式（Ⅱ １１）可知，

ｌｉｍ
犽→∞
狓（犽）＝６７６．７１１３８６，即狓犿 ＝６７６．７．
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犃犘犘犈犖犇犐犡１ 附录Ⅰ

初等数学常用公式

一、乘法公式与二项式定理

（１）（犪＋犫）
２
＝犪

２
＋２犪犫＋犫

２，（犪－犫）
２
＝犪

２
－２犪犫＋犫

２；

（２）（犪＋犫）
３
＝犪

３
＋３犪

２
犫＋３犪犫

２
＋犫

３，（犪－犫）
３
＝犪

３
－３犪

２
犫＋３犪犫

２
－犫

３；

（３）（犪＋犫）
狀
＝Ｃ

０

狀犪
狀
＋Ｃ

１

狀犪
狀－１
犫＋Ｃ

２

狀犪
狀－２
犫
２
＋…＋Ｃ

犽

狀犪
狀－犽
犫
犽
＋Ｃ

狀－１

狀 犪犫
狀－１
＋Ｃ

狀

狀犫
狀；

（４）（犪＋犫＋犮）（犪
２
＋犫

２
＋犮

２
－犪犫－犪犮－犫犮）＝犪

３
＋犫

３
＋犮

３
－３犪犫犮；

（５）（犪＋犫－犮）
２
＝犪

２
＋犫

２
＋犮

２
＋２犪犫－２犪犮－２犫犮．

二、因式分解

（１）犪
２
－犫

２
＝（犪＋犫）（犪－犫）；

（２）犪
３
＋犫

３
＝（犪＋犫）（犪

２
－犪犫＋犫

２）；犪
３
－犫

３
＝（犪－犫）（犪

２
＋犪犫＋犫

２）；

（３）犪
狀
－犫

狀
＝（犪－犫）（犪

狀－１
＋犪

狀－２
犫＋…＋犫

狀－１）．

三、分式裂项

（１）
１

狓（狓＋１）
＝
１

狓
－

１

狓＋１
；

（２）
１

（狓＋犪）（狓＋犫）
＝

１

犫－犪

１

狓＋犪
－

１

狓＋犫（ ）．

四、指数运算

（１）犪
－狀
＝
１

犪
狀
（犪≠０）；　　　　　　　　（２）犪

０
＝１；
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（３）犪
犿

狀
＝

狀

犪槡
犿 （犪≥０）； （４）犪

犿
犪
狀
＝犪

犿＋狀；

（５）犪
犿
÷犪

狀
＝犪

犿－狀； （６）（犪
犿）狀 ＝犪

犿狀；

（７）
犫

犪（ ）
狀

＝
犫
狀

犪
狀
（犪≠０）； （８）（犪犫）

狀
＝犪

狀
犫
狀；

（９） 犪槡
２
＝狘犪狘．

五、对数运算

（１）犪
ｌｏｇ犪犖

＝犖；　　 （２）ｌｏｇ犪犫
狀
＝狀ｌｏｇ犪犫；

（３）ｌｏｇ犪
狀

槡犫＝
１

狀
ｌｏｇ犪犫； （４）ｌｏｇ犪犪＝１；

（５）ｌｏｇ犪１＝０； （６）ｌｏｇ犪犕犖＝ｌｏｇ犪犕 ＋ｌｏｇ犪犖；

（７）ｌｏｇ犪
犕

犖
＝ｌｏｇ犪犕 －ｌｏｇ犪犖； （８）ｌｏｇ犪犫＝

１

ｌｏｇ犫犪
；

（９）ｌｇ犪＝ｌｏｇ１０犪，ｌｎ犪＝ｌｏｇｅ犪．

六、排列组合

（１）Ｐ
犿

狀 ＝狀（狀－１）·…·［狀－（犿－１）］＝
狀！

（狀－犿）！
（约定０！＝１）；

（２）Ｃ
犿

狀 ＝
Ｐ
犿

狀

犿！
＝

狀！

犿！（狀－犿）！
；　　 （３）Ｃ

犿

狀 ＝Ｃ
狀－犿

狀
；

（４）Ｃ
犿

狀 ＋Ｃ
犿－１

狀 ＝Ｃ
犿

狀＋１
； （５）Ｃ

０

狀 ＋Ｃ
１

狀 ＋Ｃ
２

狀 ＋…＋Ｃ
狀

狀 ＝２
狀
．

七、三角函数

１．函数关系

倒数关系：

（１）ｓｉｎαｃｓｃα＝１；

（２）ｃｏｓαｓｅｃα＝１；

（３）ｔａｎαｃｏｔα＝１．

平方关系：

（１）ｓｉｎ
２
α＋ｃｏｓ

２
α＝１；

（２）ｔａｎ
２
α＋１＝ｓｅｃ

２
α；
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（３）ｃｏｔ
２
α＋１＝ｃｓｃ

２
α．

商数关系：

（１）
ｓｉｎα

ｃｏｓα
＝ｔａｎα；

（２）
ｃｏｓα

ｓｉｎα
＝ｃｏｔα．

２．加法定理

ｓｉｎ（α±β）＝ｓｉｎαｃｏｓβ±ｃｏｓαｓｉｎβ；

ｃｏｓ（α±β）＝ｃｏｓαｃｏｓβｓｉｎαｓｉｎβ；

ｔａｎ（α±β）＝
ｔａｎα±ｔａｎβ

１ｔａｎαｔａｎβ
．

３．二倍角公式

ｓｉｎ２α＝２ｓｉｎαｃｏｓα；

ｃｏｓ２α＝ｃｏｓ
２
α－ｓｉｎ

２
α＝１－２ｓｉｎ

２
α＝２ｃｏｓ

２
α－１；

ｔａｎ２α＝
２ｔａｎα

１－ｔａｎ
２
α
．

４．和差化积公式

ｓｉｎα＋ｓｉｎβ＝２ｓｉｎ
α＋β

２
ｃｏｓ
α－β

２
；

ｓｉｎα－ｓｉｎβ＝２ｃｏｓ
α＋β

２
ｓｉｎ
α－β

２
；

ｃｏｓα＋ｃｏｓβ＝２ｃｏｓ
α＋β

２
ｃｏｓ
α－β

２
；

ｃｏｓα－ｃｏｓβ＝－２ｓｉｎ
α＋β

２
ｓｉｎ
α－β

２
．

５．积化和差公式

ｓｉｎαｃｏｓβ＝
１

２
［ｓｉｎ（α＋β）＋ｓｉｎ（α－β）］；

ｃｏｓαｓｉｎβ＝
１

２
［ｓｉｎ（α＋β）－ｓｉｎ（α－β）］；

ｃｏｓαｃｏｓβ＝
１

２
［ｃｏｓ（α＋β）＋ｃｏｓ（α－β）］；

ｓｉｎαｓｉｎβ＝－
１

２
［ｃｏｓ（α＋β）－ｃｏｓ（α－β）］．

６．升降幂公式

降幂扩角公式：
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ｃｏｓ
２
α＝

１＋ｃｏｓ２α

２
；

ｓｉｎ
２
α＝

１－ｃｏｓ２α

２
．

升幂缩角公式：

１＋ｃｏｓ２α＝２ｃｏｓ
２
α；

１－ｃｏｓ２α＝２ｓｉｎ
２
α；

１±ｓｉｎ２α＝（ｓｉｎα±ｃｏｓα）
２
．

７．半角公式

ｃｏｓ
α

２
＝±

１＋ｃｏｓα

２槡
；

ｓｉｎ
α

２
＝±

１－ｃｏｓα

２槡
；

ｔａｎ
α

２
＝±

１－ｃｏｓα

１＋ｃｏｓα槡 ＝
ｓｉｎα

１＋ｃｏｓα
＝
１－ｃｏｓα

ｓｉｎα
．

８．万能置换公式

ｓｉｎ２α＝
２ｔａｎα

１＋ｔａｎ
２
α
；　　　　ｃｏｓ２α＝

１－ｔａｎ
２
α

１＋ｔａｎ
２
α
．

９．特殊角的三角函数值

特殊角的三角函数值见附表１．

附表１

三角函数 ０° ３０° ４５° ６０° ９０°

ｓｉｎα ０
１

２

槡２

２

槡３

２
１

ｃｏｓα １
槡３

２

槡２

２

１

２
０

ｔａｎα ０
槡３

３
１ 槡３ 不存在

ｃｏｔα 不存在 槡３ １
槡３

３
０
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犃犘犘犈犖犇犐犡２ 附录Ⅱ

基本初等函数图像性质表

附表２

函数

名称
函数的记号 函数的图像 函数的性质

幂函数
狔＝狓

α（α 为任

意实数）

这里只画出部分函数图像的一

部分

令α＝犿／狀

（１）当犿 为偶数，狀 为奇数时，狔

是偶函数；

（２）当犿，狀都是奇数时，狔是奇

函数；

（３）当犿 为奇数，狀 为偶数时，狔

在（－∞，０）无意义

指数函数
狔＝犪

狓（犪＞０，

犪≠１）

（１）不论狓为何值，狔总为正数；

（２）当狓 ＝０时，狔＝１
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续　表

函数

名称
函数的记号 函数的图像 函数的性质

对数函数
狔＝ｌｏｇ犪狓（犪 ＞

０，犪≠１）

（１）其图形总位于狔 轴右侧，并

过点（１，０）；

（２）当犪＞１时，在区间（０，１）的

值为负；在区间（１，＋∞）的

值为正；在定义域内单调增加

三角函数

（这里只写

出了正弦

函数）

狔＝ｓｉｎ狓

（１）正弦函数是以２π为周期的周

期函数；

（２）正弦函数是奇函数且

狘ｓｉｎ狓狘≤１

反三角函数

（这里只写

出了反正

弦函数）

狔＝ａｒｃｓｉｎ狓
（１）值域［－π

２
，
π

２
］；

（２）奇函数；

（３）与狔＝ｓｉｎ狓关于狔＝狓对称

　　



附录Ⅲ
积分表

２４９　　

犃犘犘犈犖犇犐犡３ 附录Ⅲ

积分表

一、含有犪＋犫狓的积分

１．∫
ｄ狓

犪＋犫狓
＝
１

犫
ｌｎ狘犪＋犫狓狘＋犆；

２．∫（犪＋犫狓）
狀
ｄ狓＝

（犪＋犫狓）
狀＋１

犫（狀＋１）
＋犆（狀≠－１）；

３．∫
狓

犪＋犫狓
ｄ狓＝

１

犫
２
（犪＋犫狓－犪ｌｎ狘犪＋犫狓狘）＋犆；

４．∫
狓
２

犪＋犫狓
ｄ狓＝

１

犫
３

１

２
（犪＋犫狓）

２
－２犪（犪＋犫狓）＋犪

２
ｌｎ狘犪＋犫狓狘［ ］＋犆；

５．∫
ｄ狓

狓（犪＋犫狓）
＝－

１

犪
ｌｎ
犪＋犫狓

狓
＋犆；

６．∫
ｄ狓

狓
２（犪＋犫狓）

＝－
１

犪狓
＋
犫

犪
２
ｌｎ
犪＋犫狓

狓
＋犆；

７．∫
狓ｄ狓

（犪＋犫狓）
２
＝
１

犫
２
ｌｎ狘犪＋犫狓狘＋

犪

犪＋犫狓（ ）＋犆；

８．∫
狓
２
ｄ狓

（犪＋犫狓）
２
＝
１

犫
３
犪＋犫狓－２犪ｌｎ狘犪＋犫狓狘－

犪
２

犪＋犫狓（ ）＋犆；

９．∫
ｄ狓

狓（犪＋犫狓）
２
＝

１

犪（犪＋犫狓）
－
１

犪
２
ｌｎ
犪＋犫狓

狓
＋犆．

二、含有犪
２
±狓

２的积分

１０．∫
ｄ狓

犪
２
＋狓

２
＝
１

犪
ａｒｃｔａｎ

狓

犪
＋犆；
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１１．∫
ｄ狓

（狓
２
＋犪

２）狀
＝

狓

２（狀－１）犪
２（狓

２
＋犪

２）狀－１
＋

２狀－３

２（狀－１）犪
２∫

ｄ狓

（狓
２
＋犪

２）狀－１
（狀≠１）；

１２．∫
ｄ狓

犪
２
－狓

２
＝
１

２犪
ｌｎ
犪＋狓

犪－狓
＋犆；

１３．∫
ｄ狓

狓
２
－犪

２
＝
１

２犪
ｌｎ
狓－犪

狓＋犪
＋犆．

三、含有犪±犫狓
２的积分

１４．∫
ｄ狓

犪＋犫狓
２
＝
１

槡犪犫
ａｒｃｔａｎ

犫

犪槡狓＋犆（犪＞０，犫＞０）；

１５．∫
ｄ狓

犪－犫狓
２
＝

１

２槡犪犫
ｌｎ
槡犪＋槡犫狓

槡犪－槡犫狓
＋犆（犪＞０，犫＞０）；

１６．∫
狓ｄ狓

犪＋犫狓
２
＝
１

２犫
ｌｎ犪＋犫狓

２
＋犆；

１７．∫
狓
２
ｄ狓

犪＋犫狓
２
＝
狓

犫
－
犪

犫∫
ｄ狓

犪＋犫狓
２
；

１８．∫
ｄ狓

狓（犪＋犫狓
２）
＝
１

２犪
ｌｎ

狓
２

犪＋犫狓
２ ＋犆；

１９．∫
ｄ狓

狓
２（犪＋犫狓

２）
＝－

１

犪狓
－
犫

犪∫
ｄ狓

犪＋犫狓
２
；

２０．∫
ｄ狓

（犪＋犫狓
２）２

＝
狓

２犪（犪＋犫狓
２）
＋
１

２犪∫
ｄ狓

犪＋犫狓
２
．

四、含有犪＋犫狓±犮狓
２（犮＞０）的积分

２１．∫
ｄ狓

犪＋犫狓－犮狓
２
＝

１

犫
２
＋４槡 犪犮

ｌｎ
犫
２
＋４槡 犪犮＋２犮狓－犫

犫
２
＋４槡 犪犮－２犮狓＋犫

＋犆；

２２．∫
ｄ狓

犪＋犫狓＋犮狓
２
＝

２

４犪犮－犫槡
２
ａｒｃｔａｎ

２犮狓＋犫

４犪犮－犫槡
２
＋犆（犫

２
＜４犪犮），

１

犫
２
－４槡 犪犮

ｌｎ
２犮狓＋犫－ 犫

２
－４槡 犪犮

２犮狓＋犫＋ 犫
２
－４槡 犪犮

＋犆（犫
２
＞４犪犮）．

烅

烄

烆



附录Ⅲ
积分表

２５１　　

五、含有 犪＋槡 犫狓的积分

２３．∫犪＋槡 犫狓ｄ狓＝
２

３犫
（犪＋犫狓）槡

３
＋犆；

２４．∫狓 犪＋槡 犫狓ｄ狓＝－
２（２犪－３犫狓） （犪＋犫狓）槡

３

１５犫
２

＋犆；

２５．∫狓
２
犪＋槡 犫狓ｄ狓＝

２（８犪
２
－１２犪犫狓＋１５犫

２
狓
２） （犪＋犫狓）槡

３

１０５犫
３

＋犆；

２６．∫
狓ｄ狓

犪＋槡 犫狓
＝－

２（２犪－犫狓）

３犫
２

犪＋槡 犫狓 ＋犆；

２７．∫
狓
２
ｄ狓

犪＋槡 犫狓
＝
２（８犪

２
－４犪犫狓＋３犫

２
狓
２）

１５犫
３

犪＋槡 犫狓 ＋犆；

２８．∫
ｄ狓

狓 犪＋槡 犫狓
＝

１

槡犪
ｌｎ
狘 犪＋槡 犫狓 －槡犪狘

犪＋槡 犫狓 ＋槡犪
＋犆（犪＞０），

２

－槡 犪
ａｒｃｔａｎ

犪＋犫狓

－犪槡 ＋犆（犪＜０）；

烅

烄

烆

２９．∫
ｄ狓

狓
２
犪＋槡 犫狓

＝－
犪＋槡 犫狓

犪狓
－
犫

２犪∫
ｄ狓

狓 犪＋槡 犫狓

；

３０．∫
犪＋槡 犫狓ｄ狓

狓
＝２ 犪＋槡 犫狓 ＋犪∫

ｄ狓

狓 犪＋槡 犫狓
．

六、含有 狓
２
＋犪槡

２的积分

３１．∫狓
２
＋犪槡

２
ｄ狓＝

狓

２
狓
２
＋犪槡

２
＋
犪
２

２
ｌｎ（狓＋ 狓

２
＋犪槡

２）＋犆；

３２．∫ （狓
２
＋犪

２）槡
３
ｄ狓＝

狓

８
（２狓

２
＋５犪

２） 狓
２
＋犪槡

２
＋
３犪

４

８
ｌｎ（狓＋ 狓

２
＋犪槡

２）＋犆；

３３．∫狓 狓
２
＋犪槡

２
ｄ狓＝

（狓
２
＋犪

２）槡
３

３
＋犆；

３４．∫狓
２
狓
２
＋犪槡

２
ｄ狓＝

狓

８
（２狓

２
＋犪

２） 狓
２
＋犪槡

２
－
犪
４

８
ｌｎ（狓＋ 狓

２
＋犪槡

２）＋犆；

３５．∫
ｄ狓

狓
２
＋犪槡

２
＝ｌｎ（狓＋ 狓

２
＋犪槡

２）＋犆；



２５２　　

３６．∫
ｄ狓

（狓
２
＋犪

２）槡
３
＝

狓

犪
２
狓
２
＋犪槡

２
＋犆；

３７．∫
狓ｄ狓

狓
２
＋犪槡

２
＝ 狓

２
＋犪槡

２
＋犆；

３８．∫
狓
２
ｄ狓

狓
２
＋犪槡

２
＝
狓

２
狓
２
＋犪槡

２
－
犪
２

２
ｌｎ（狓＋ 狓

２
＋犪槡

２）＋犆；

３９．∫
狓
２
ｄ狓

（狓
２
＋犪

２）槡
３
＝－

狓

狓
２
＋犪槡

２
＋ｌｎ（狓＋ 狓

２
＋犪槡

２）＋犆；

４０．∫
ｄ狓

狓 狓
２
＋犪槡

２
＝
１

犪
ｌｎ

狘狓狘

犪＋ 狓
２
＋犪槡

２
＋犆；

４１．∫
ｄ狓

狓
２
狓
２
＋犪槡

２
＝－

狓
２
＋犪槡

２

犪
２
狓

＋犆；

４２．∫
狓
２
＋犪槡

２
ｄ狓

狓
＝ 狓

２
＋犪槡

２
－犪ｌｎ

犪＋ 狓
２
＋犪槡

２

狘狓狘
＋犆；

４３．∫
狓
２
＋犪槡

２
ｄ狓

狓
２

＝－
狓
２
＋犪槡

２

狓
＋ｌｎ（狓＋ 狓

２
＋犪槡

２）＋犆．

七、含有 狓
２
－犪槡

２的积分

４４．∫
ｄ狓

狓
２
－犪槡

２
＝ｌｎ狘狓＋ 狓

２
－犪槡

２
狘＋犆；

４５．∫
ｄ狓

（狓
２
－犪

２）槡
３
＝－

狓

犪
２
狓
２
－犪槡

２
＋犆；

４６．∫
狓ｄ狓

狓
２
－犪槡

２
＝ 狓

２
－犪槡

２
＋犆；

４７．∫狓
２
－犪槡

２
ｄ狓＝

狓

２
狓
２
－犪槡

２
－
犪
２

２
ｌｎ狘狓＋ 狓

２
－犪槡

２
狘＋犆；

４８．∫ （狓
２
－犪

２）槡
３
ｄ狓＝

狓

８
（２狓

２
－５犪

２） 狓
２
－犪槡

２
＋
３犪

４

８
ｌｎ狘狓＋ 狓

２
－犪槡

２
狘＋犆；

４９．∫狓 狓
２
－犪槡

２
ｄ狓＝

（狓
２
－犪

２）槡
３

３
＋犆；

５０．∫狓 （狓
２
－犪

２）槡
３
ｄ狓＝

（狓
２
－犪

２）槡
５

５
＋犆；



附录Ⅲ
积分表

２５３　　

５１．∫狓
２
狓
２
－犪槡

２
ｄ狓＝

狓

８
（２狓

２
－犪

２） 狓
２
－犪槡

２
－
犪
４

８
ｌｎ狘狓＋ 狓

２
－犪槡

２
狘＋犆；

５２．∫
狓
２
ｄ狓

狓
２
－犪槡

２
＝
狓

２
狓
２
－犪槡

２
＋
犪
２

２
ｌｎ狘狓＋ 狓

２
－犪槡

２
狘＋犆；

５３．∫
狓
２
ｄ狓

（狓
２
－犪

２）槡
３
＝－

狓

狓
２
－犪槡

２
＋ｌｎ狘狓＋ 狓

２
－犪槡

２
狘＋犆；

５４．∫
ｄ狓

狓 狓
２
－犪槡

２
＝
１

犪
ａｒｃｃｏｓ

犪

狘狓狘
＋犆；

５５．∫
ｄ狓

狓
２
狓
２
－犪槡

２
＝
狓
２
－犪槡

２

犪
２
狓

＋犆；

５６．∫
狓
２
－犪槡

２

狓
ｄ狓＝ 狓

２
－犪槡

２
－犪ａｒｃｃｏｓ

犪

狘狓狘
＋犆；

５７．∫
狓
２
－犪槡

２

狓
２

ｄ狓＝－
狓
２
－犪槡

２

狓
＋ｌｎ狘狓＋ 狓

２
－犪槡

２
狘＋犆．

八、含有 犪
２
－狓槡

２的积分

５８．∫
ｄ狓

犪
２
－狓槡

２
＝ａｒｃｓｉｎ

狓

犪
＋犆；

５９．∫
ｄ狓

（犪
２
－狓

２）槡
３
＝

狓

犪
２
犪
２
－狓槡

２
＋犆；

６０．∫
狓ｄ狓

犪
２
－狓槡

２
＝－ 犪

２
－狓槡

２
＋犆；

６１．∫
狓ｄ狓

（犪
２
－狓

２）槡
３
＝

１

犪
２
－狓槡

２
＋犆；

６２．∫
狓
２
ｄ狓

犪
２
－狓槡

２
＝－

狓

２
犪
２
－狓槡

２
＋
犪
２

２
ａｒｃｓｉｎ

狓

犪
＋犆；

６３．∫犪
２
－狓槡

２
ｄ狓＝

狓

２
犪
２
－狓槡

２
＋
犪
２

２
ａｒｃｓｉｎ

狓

犪
＋犆；

６４．∫ （犪
２
－狓

２）槡
３
ｄ狓＝

狓

８
（５犪

２
－２狓

２） 犪
２
－狓槡

２
＋
３犪

４

８
ａｒｃｓｉｎ

狓

犪
＋犆；

６５．∫狓 犪
２
－狓槡

２
ｄ狓＝－

（犪
２
－狓

２）槡
３

３
＋犆；



２５４　　

６６．∫狓 （犪
２
－狓

２）槡
３
ｄ狓＝－

（犪
２
－狓

２）槡
５

３
＋犆；

６７．∫狓
２
犪
２
－狓槡

２
ｄ狓＝

狓

８
（２狓

２
－犪

２） 犪
２
－狓槡

２
＋
犪
４

８
ａｒｃｓｉｎ

狓

犪
＋犆；

６８．∫
狓
２
ｄ狓

（犪
２
－狓

２）槡
３
＝

狓

犪
２
－狓槡

２
－ａｒｃｓｉｎ

狓

犪
＋犆；

６９．∫
ｄ狓

狓 犪
２
－狓槡

２
＝
１

犪
ｌｎ

狓

犪＋ 犪
２
－狓槡

２
＋犆；

７０．∫
ｄ狓

狓
２
犪
２
－狓槡

２
＝－

犪
２
－狓槡

２

犪
２
狓

＋犆；

７１．∫
犪
２
－狓槡

２

狓
ｄ狓＝ 犪

２
－狓槡

２
－犪ｌｎ

犪＋ 犪
２
－狓槡

２

狓
＋犆；

７２．∫
犪
２
－狓槡

２

狓
２

ｄ狓＝－
犪
２
－狓槡

２

狓
－ａｒｃｓｉｎ

狓

犪
＋犆．

九、含有 犪＋犫狓±犮狓槡
２（犮＞０）的积分

７３．∫
ｄ狓

犪＋犫狓＋犮狓槡
２
＝
１

槡犮
ｌｎ狘２犮狓＋犫＋２槡犮 犪＋犫狓＋犮狓槡

２
狘＋犆；

７４．∫犪＋犫狓＋犮狓槡
２
ｄ狓＝

２犮狓＋犫

４犮
犪＋犫狓＋犮狓槡

２
－

犫
２
－４犪犮

８ 犮槡
３
ｌｎ狘２犮狓＋犫＋２槡犮 犪＋犫狓＋犮狓槡

２
狘＋犆；

７５．∫
狓ｄ狓

犪＋犫狓＋犮狓槡
２
＝

犪＋犫狓＋犮狓槡
２

犮
－
犫

２犮槡
３
ｌｎ狘２犮狓＋犫＋２槡犮 犪＋犫狓＋犮狓槡

２
狘＋犆；

７６．∫
ｄ狓

犪＋犫狓－犮狓槡
２
＝
１

槡犮
ａｒｃｓｉｎ

２犮狓－犫

犫
２
＋４槡 犪犮

＋犆；

７７．∫犪＋犫狓－犮狓槡
２
ｄ狓＝

２犮狓－犫

４犮
犪＋犫狓－犮狓槡

２
＋

犫
２
＋４犪犮

８ 犮槡
３
ａｒｃｓｉｎ

２犮狓－犫

犫
２
＋４槡 犪犮

＋犆；

７８．∫
狓ｄ狓

犪＋犫狓－犮狓槡
２
＝－

犪＋犫狓－犮狓槡
２

犮
＋

犫

２ 犮槡
３
ａｒｃｓｉｎ

２犮狓－犫

犫
２
＋４槡 犪犮

＋犆．



附录Ⅲ
积分表

２５５　　

十、含有
犪±狓

犫±狓槡
的积分和含有 （狓－犪）（犫－狓槡 ）的积分

７９．∫
犪＋狓

犫＋狓槡 ｄ狓＝ （犪＋狓）（犫＋狓槡 ）＋（犪－犫）ｌｎ（狘犪＋狓槡 狘＋ 狘犫＋狓槡 狘）＋犆；

８０．∫
犪－狓

犫＋狓槡 ｄ狓＝ （犪－狓）（犫＋狓槡 ）＋（犪＋犫）ａｒｃｓｉｎ
狓＋犫

犪＋犫槡 ＋犆；

８１．∫
犪＋狓

犫－狓槡 ｄ狓＝－ （犪＋狓）（犫－狓槡 ）－（犪＋犫）ａｒｃｓｉｎ
犫－狓

犪＋犫槡 ＋犆；

８２．∫
ｄ狓

（犪－狓）（犫－狓槡 ）
＝２ａｒｃｓｉｎ

狓－犪

犫－犪槡 ＋犆（犪＞犫）．

十一、含有三角函数的积分

８３．∫ｓｉｎ狓ｄ狓＝－ｃｏｓ狓＋犆；

８４．∫ｃｏｓ狓ｄ狓＝ｓｉｎ狓＋犆；

８５．∫ｔａｎ狓ｄ狓＝－ｌｎ狘ｃｏｓ狓狘＋犆；

８６．∫ｃｏｔ狓ｄ狓＝ｌｎ狘ｓｉｎ狓狘＋犆；

８７．∫ｓｅｃ狓ｄ狓＝ｌｎ狘ｓｅｃ狓＋ｔａｎ狓狘＋犆＝ｌｎｔａｎ
π

４
＋
狓

２（ ）＋犆；

８８．∫ｃｓｃ狓ｄ狓＝ｌｎｃｓｃ狓－ｃｏｔ狓 ＋犆＝ｌｎｔａｎ
狓

２
＋犆；

８９．∫ｓｅｃ
２
狓ｄ狓＝ｔａｎ狓＋犆；

９０．∫ｃｓｃ
２
狓ｄ狓＝－ｃｏｔ狓＋犆；

９１．∫ｓｅｃ狓ｔａｎ狓ｄ狓＝ｓｅｃ狓＋犆；

９２．∫ｃｓｃ狓ｃｏｔ狓ｄ狓＝－ｃｓｃ狓＋犆；

９３．∫ｓｉｎ
２
狓ｄ狓＝

狓

２
－
１

４
ｓｉｎ２狓＋犆；



２５６　　

９４．∫ｃｏｓ
２
狓ｄ狓＝

狓

２
＋
１

４
ｓｉｎ２狓＋犆；

９５．∫ｓｉｎ
狀
狓ｄ狓＝－

ｓｉｎ
狀－１
狓ｃｏｓ狓

狀
＋
狀－１

狀∫ｓｉｎ
狀－２
狓ｄ狓；

９６．∫ｃｏｓ
狀
狓ｄ狓＝

ｃｏｓ
狀－１
狓ｓｉｎ狓

狀
＋
狀－１

狀∫ｃｏｓ
狀－２
狓ｄ狓；

９７．∫
ｄ狓

ｓｉｎ
狀
狓
＝－

１

狀－１

ｃｏｓ狓

ｓｉｎ
狀－１
狓
＋
狀－２

狀－１∫
ｄ狓

ｓｉｎ
狀－２
狓
；

９８．∫
ｄ狓

ｃｏｓ
狀
狓
＝－

１

狀－１

ｓｉｎ狓

ｃｏｓ
狀－１
狓
＋
狀－２

狀－１∫
ｄ狓

ｃｏｓ
狀－２
狓
；

９９．∫ｃｏｓ
犿
狓ｓｉｎ

狀
狓ｄ狓＝

ｃｏｓ
犿－１
狓ｓｉｎ

狀＋１
狓

犿＋狀
＋
犿－１

犿＋狀∫ｃｏｓ
犿－２
狓ｓｉｎ

狀
狓ｄ狓

＝－
ｓｉｎ

狀－１
狓ｃｏｓ

犿＋１
狓

犿＋狀
＋
狀－１

犿＋狀∫ｃｏｓ
犿
狓ｓｉｎ

狀－２
狓ｄ狓；

１００．∫ｓｉｎ犿狓ｃｏｓ狀狓ｄ狓＝－
ｃｏｓ（犿＋狀）狓

２（犿＋狀）
－
ｃｏｓ（犿－狀）狓

２（犿－狀）
＋犆（犿

２
≠狀

２）；

１０１．∫ｓｉｎ犿狓ｓｉｎ狀狓ｄ狓＝－
ｓｉｎ（犿＋狀）狓

２（犿＋狀）
＋
ｓｉｎ（犿－狀）狓

２（犿－狀）
＋犆（犿

２
≠狀

２）；

１０２．∫ｃｏｓ犿狓ｃｏｓ狀狓ｄ狓＝
ｓｉｎ（犿＋狀）狓

２（犿＋狀）
＋
ｓｉｎ（犿－狀）狓

２（犿－狀）
＋犆（犿

２
≠狀

２）；

１０３．∫
ｄ狓

犪＋犫ｓｉｎ狓
＝

２

犪
２
－犫槡

２
ａｒｃｔａｎ

犪ｔａｎ
狓

２
＋犫

犪
２
－犫槡

２
＋犆（犪

２
＞犫

２）；

１０４．∫
ｄ狓

犪＋犫ｓｉｎ狓
＝

１

犫
２
－犪槡

２
ｌｎ

犪ｔａｎ
狓

２
＋犫－ 犫

２
－犪槡

２

犪ｔａｎ
狓

２
＋犫＋ 犫

２
－犪槡

２

＋犆（犪
２
＜犫

２）；

１０５．∫
ｄ狓

犪＋犫ｃｏｓ狓
＝

２

犪
２
－犫槡

２
ａｒｃｔａｎ

犪－犫

犪＋犫槡 ｔａｎ
狓

２（ ）＋犆（犪２ ＞犫２）；

１０６．∫
ｄ狓

犪＋犫ｃｏｓ狓
＝

１

犫
２
－犪槡

２
ｌｎ

ｔａｎ
狓

２
＋

犫＋犪

犫－犪槡

ｔａｎ
狓

２
－

犫＋犪

犫－犪槡

＋犆（犪
２
＜犫

２）；

１０７．∫
ｄ狓

犪
２
ｃｏｓ

２
狓＋犫

２
ｓｉｎ

２
狓
＝
１

犪犫
ａｒｃｔａｎ

犫ｔａｎ狓

犪（ ）＋犆；



附录Ⅲ
积分表

２５７　　

１０８．∫
ｄ狓

犪
２
ｃｏｓ

２
狓－犫

２
ｓｉｎ

２
狓
＝
１

２犪犫
ｌｎ
犫ｔａｎ狓＋犪

犫ｔａｎ狓－犪
＋犆；

１０９．∫狓ｓｉｎ犪狓ｄ狓＝
１

犪
２
ｓｉｎ犪狓－

１

犪
狓ｃｏｓ犪狓＋犆；

１１０．∫狓
２
ｓｉｎ犪狓ｄ狓＝－

１

犪
２
狓
２
ｃｏｓ犪狓＋

２

犪
２
狓ｓｉｎ犪狓＋

２

犪
３
ｃｏｓ犪狓＋犆；

１１１．∫狓ｃｏｓ犪狓ｄ狓＝
１

犪
２
ｃｏｓ犪狓＋

１

犪
狓ｓｉｎ犪狓＋犆；

１１２．∫狓
２
ｃｏｓ犪狓ｄ狓＝

１

犪
２
狓
２
ｓｉｎ犪狓＋

２

犪
２
狓ｃｏｓ犪狓－

２

犪
３
ｓｉｎ犪狓＋犆．

十二、含有反三角函数的积分

１１３．∫ａｒｃｓｉｎ
狓

犪
ｄ狓＝狓ａｒｃｓｉｎ

狓

犪
＋ 犪

２
－狓槡

２
＋犆；

１１４．∫狓ａｒｃｓｉｎ
狓

犪
ｄ狓＝

狓
２

２
－
犪
２

４（ ）ａｒｃｓｉｎ狓犪 ＋
狓

４
犪
２
－狓槡

２
＋犆；

１１５．∫狓
２
ａｒｃｓｉｎ

狓

犪
ｄ狓＝

狓
３

３
ａｒｃｓｉｎ

狓

犪
＋
１

９
（狓

２
＋２犪

２） 犪
２
－狓槡

２
＋犆；

１１６．∫ａｒｃｃｏｓ
狓

犪
ｄ狓＝狓ａｒｃｃｏｓ

狓

犪
－ 犪

２
－狓槡

２
＋犆；

１１７．∫狓ａｒｃｃｏｓ
狓

犪
ｄ狓＝

狓
２

２
－
犪
２

４（ ）ａｒｃｃｏｓ狓犪 －
狓

４
犪
２
－狓槡

２
＋犆；

１１８．∫狓
２
ａｒｃｃｏｓ

狓

犪
ｄ狓＝

狓
３

３
ａｒｃｃｏｓ

狓

犪
－
１

９
（狓

２
＋２犪

２） 犪
２
－狓槡

２
＋犆；

１１９．∫ａｒｃｔａｎ
狓

犪
ｄ狓＝狓ａｒｃｔａｎ

狓

犪
－
犪

２
ｌｎ（犪

２
＋狓

２）＋犆；

１２０．∫狓ａｒｃｔａｎ
狓

犪
ｄ狓＝

１

２
（犪
２
＋狓

２）ａｒｔａｎ
狓

犪
－
犪狓

２
＋犆；

１２１．∫狓
２
ａｒｃｔａｎ

狓

犪
ｄ狓＝

狓
３

３
ａｒｃｔａｎ

狓

犪
－
犪狓

２

６
＋
犪
３

６
ｌｎ（犪

２
＋狓

２）＋犆．

十三、含有指数函数的积分

１２２．∫犪
狓
ｄ狓＝

犪
狓

ｌｎ犪
＋犆；



２５８　　

１２３．∫ｅ
犪狓
ｄ狓＝

ｅ
犪狓

犪
＋犆；

１２４．∫ｅ
犪狓
ｓｉｎ犫狓ｄ狓＝

ｅ
犪狓（犪ｓｉｎ犫狓－犫ｃｏｓ犫狓）

犪
２
＋犫

２
＋犆；

１２５．∫ｅ
犪狓
ｃｏｓ犫狓ｄ狓＝

ｅ
犪狓（犪ｓｉｎ犫狓＋犫ｃｏｓ犫狓）

犪
２
＋犫

２
＋犆；

１２６．∫狓ｅ
犪狓
ｄ狓＝

ｅ
犪狓

犪
２
（犪狓－１）＋犆；

１２７．∫狓
狀
ｅ
犪狓
ｄ狓＝

狓
狀
ｅ
犪狓

犪
－
狀

犪∫狓
狀－１
ｅ
犪狓
ｄ狓；

１２８．∫狓犪
犿狓
ｄ狓＝

狓犪
犿狓

犿ｌｎ犪
－

犪
犿狓

（犿ｌｎ犪）
２
＋犆；

１２９．∫狓
狀
犪
犿狓
ｄ狓＝

狓
狀
犪
犿狓

犿ｌｎ犪
－

狀

犿ｌｎ犪∫狓
狀－１
犪
犿狓
ｄ狓；

１３０．∫ｅ
犪狓
ｓｉｎ

狀
犫狓ｄ狓＝

ｅ
犪狓
ｓｉｎ

狀－１
犫狓

犪
２
＋犫

２
狀
２
（犪ｓｉｎ犫狓－狀犫ｃｏｓ犫狓）＋

狀（狀－１）犫
２

犪
２
＋犫

２
狀
２∫ｅ

犪狓
ｓｉｎ

狀－２
犫狓ｄ狓；

１３１．∫ｅ
犪狓
ｃｏｓ

狀
犫狓ｄ狓＝

ｅ
犪狓
ｃｏｓ

狀－１
犫狓

犪
２
＋犫

２
狀
２
（犪ｃｏｓ犫狓－狀犫ｓｉｎ犫狓）＋

狀（狀－１）犫
２

犪
２
＋犫

２
狀
２∫ｅ

犪狓
ｃｏｓ

狀－２
犫狓ｄ狓．

十四、含有对数函数的积分

１３２．∫ｌｎ狓ｄ狓＝狓ｌｎ狓－狓＋犆；

１３３．∫
１

狓ｌｎ狓
ｄ狓＝ｌｎ狘ｌｎ狓狘＋犆；

１３４．∫狓
狀
ｌｎ狓ｄ狓＝狓

狀＋１
ｌｎ狓

狀＋１
－

１

（狀＋１）
２［ ］＋犆；

１３５．∫ｌｎ
狀
狓ｄ狓＝狓ｌｎ

狀
狓－狀∫ｌｎ

狀－１
狓ｄ狓；

１３６．∫狓
犿
ｌｎ
狀
狓ｄ狓＝

狓
犿＋１

犿＋１
ｌｎ
狀
狓－

狀

犿＋１∫狓
犿
ｌｎ
狀－１
狓ｄ狓．
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